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KATA PENGANTAR 
 

Buku ini merupakan penyempurnaan materi kuliah Geometri Lanjut pada prodi S2 

Matematika FMIPA Universitas Riau selama 3 tahun terakhir. Materi ini juga memuat 

beberapa hasil penelitian hibah Pascasarja dan tesis mahasiswa di prodi S2 Matematika 

FMIPA Universitas. Buku ini lebih diutamakan untuk perkuliahan geometri lanjut di 

tingkat S2, akan tetapi di 5 bab awal dapat menjadi pengembangan bagi mahasiswa di 

tingkat S1. 

Isi secara umum 

Secara umum isi dari buku ini memuat beberapa pendekatan yang berbeda dengan 

geometri analitik, karena penekanan dalam buku ini bukanlah bersifat analitik. Pada awal 

buku diberikan satu bab tentang motivasi, dengan tujuan ingin menunjukkan bahwa 

sebenarnya sangat menarik bagi kita untuk mempelajari geometri dan juga menunjukkan 

bahwa banyak persoalan lain yang sebenarnya mudah kita selesaikan dengan 

menggunakan pendekatan geometri. Selain dari itu dalam banyak pendekatan diberikan 

bahwa kita dapat dengan mudah membuktikan suatu teorema yang mungkin hanya kita 

cukup menggunakan konsep luas dan teorema Pythagoras yang sudah dikenal mulai dari 

sekolah menengah pertama.  

 Dalam banyak teorema diberikan berbagai alternatif pembuktian, mulai dari 

konsep yang sederhana dan juga sampai ke tinggal analisis dengan pemikiran yang 

mendalam. Khusus pada bab bab 4 dan bab 5 tentang panjang garis berat dan garis tinggi. 

Hal ini diberikan dengan tujuan ingin menunjukkan bahwa untuk mencapai sesuatu itu 

jalannya tidak selalu tunggal tapi kita dapat menggunakan konsep yang lebih sederhana. 

Jadi secara umum isi buku ini adalah mencoba memberikan pendekatan pembuktian 

suatu konsep dengan menggunakan konsep yang lebih sederhana.  
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 Pada bab 2 dan 3 adalah berupa lingkaran I dan Lingkaran II, akan tetapi isi dari 

bab tersebut bukanlah tentang persamaan lingkaran, akan tetapi terkait berbagai 

permasalahan pada lingkaran sampai pada lingkaran singgung luarnya. Kemudian pada  

bab 4 dan 5 mempahas tentang berbagai pendekatan dalam menurunkan rumus panjang 

giris berat dan garis tinggi. Hal ini diharapkan kepada pembaca terutama mahasiswa, dari 

ide yang diberikan tentang garis berat dan garis tinggi. Dapat diterapkan pada garis bagi.  

Untuk Mahasiswa 

Materi pada bab 1 pada dasarnya hanyalah ingin memotivasi pembaca dan menunjukkan 

bagaimana mudahnya kita bekerja dengan menggunakan geometri dan yang paling 

penting adalah mengingatkan bahwa janganlah dalam menyelesaikan persoalan geometri 

kita selalu mengingat rumusnya dan bagaimana cara menghitungnya, pada bab ini juga 

diberikan contoh sederhana bagaimana menyelesaikan suatu persoalan tanpa harus 

menggunakan rumus-lrumus yang sulit.  

Materi pada bab 2, 3 , 4 dan 5 merupakan materi Level S1, akan tetapi menjadi 

dasar bagi mahasiswa S2 untuk memperajari bagian selanjutnya anda harus memahami 

konsep yang ada pada bab-bab tersebut, terutama bab 2 dan bab 3, sedangkan bab 4 dan 5 

lebih difokuskan kepada mencari alternative dalam membuktikan suatu formula. 

Sedangkan mulai dari bab 6 sampai akhir, merupakan materi pokok utama bagi 

mahasiswa S2. 

 

Untuk Dosen 

Perlu dipahami bahwa terdapat beberapa konsep yang muncul pada beberapa bab, akan 

tetapi hal itu sengaja disusun sedemikian rupa agar, materi dapat menyambung dengan 

materi selanjutnya. Akan tetapi dalam proses pengajaran diperolehkan memberikan 

konsep yang ada pada suatu bab tapi disambungkan dengan materi yang sama pada bab 

lain. Mialnya konsep centroid ada di bab 2, 3 dan 6, kalau Bapak/Ibu dalam proses 

pembelajaran menginginkan dalam satu pertemuan konsep centroid selesai untuk ke tiga 

teorema yang ada, maka pembelajarannya dapat dilakukan mengambil materi yang ada 
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pada masing-masing bab tersebut dan untuk selanjutnya diteruskan sesuai dengan tujuan 

pembelajaran yang anda susun. 

  

Teladan dan soal latihan 

Seperti dalam banyak buku matematika (termasuk geometry) kebanyakan isi dari buku 

tersebut adalah soal latihan, sehingga pada kebanyakan buku soal latihan dibuat disetiap 

akhir sub bab. Akan tetapi dalam buku ini soal latihan tidak dibuat dalam setiap sub bab, 

akan tetapi dibuat setelah 2 atau 3 sub bab. Hal ini sengaja dilakukan karena beberapa 

soal memang diperlukan konsep yang dibahas dalam 2 atau 3 sub bab tersebut, namun 

demikian sedikitnya jumlah soal latihan tidak akan mengurangi bahan bagi mahasiswa 

untuk mencari soal latihan. Karena soal yang ada pada umumnya cukup bervariasi 

dengan tingkat analisis yang berbeda. 

 Soal latihan dibagi dalam 3 bagian, bagian pertama yang tanpa tanda bintang, soal 

yang tanpa tanda bintang adalah soal dalam tingkat analisis mudah, sedang dan agak 

sulit, sehingga diharapkan kepada para mahasiswa untuk dapat minimal mengerjakan 

soal yang tanpa tanda bintang. Bagian kedua soal dengan tanda (*). Ini sudah merupakan 

soal dengan tingkat kesulitan agak tinggi, sehingga mungkin hanya mahasiswa yang 

sangat berminat di bidang geometry yang dapat menyelesaikannya. Bagian ketiga adalah 

soal dengan tanda (**), ini merupakan soal dengan tingkat kesulitan sangat tinggi. Bagi 

mahasiswa yang mampu menyelesaikan soal dengan tanda (**) berarti anda punyai 

kemampuan geometri dan analisis yang cukup/sangat baik. Dalam buku ini contoh soal 

diistilahkan dengan teladan.  

 

 

 

 

DAFTAR ISI 
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MOTIVASI  

 

 

 

 

Motivasi ini diberikan kepada pembaca adalah untuk menunjukkan bahwa ternyata tidak 

semua persoalan dalam geometri itu mesti kita selesaikan dengan menggunakan rumus 

yang sulit, perhatikan motivasi 1, bagaimana persoalan statistik tingkat sekolah 

menengah atas, yang biasanya diselesaikan dengan rumus yang rumit ternyata masalah 

tersebut cukup diselesaikan dengan konsep kesebangunan yang sudah dipelajari ditingkat 

sekolah menengah pertama. Begitu juga dimotivasi 2 dan 3. Pada Motivasi 2 terlihat 

bahwa kalau biasanya luas daerah pada suatu segi tiga itu mesti dikerjakan dengan rumus 

yang rumit dan panjang, ternyata dengan sedikit pemikiran persoalan tersebut cukup 

dikerjakan dengan cara yang sederhana yaitu hanya dengan menggunakan rumus 

Pythagoras yang sudah sangat dikenal oleh semua pelajar.  

 

 

BAB 

I 
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MOTIVASI  

 

1.1. Motivasi 1 

Banyak persoalan dalam hidup ini yang dapat diselesaikan dengan menggunakan konsep 

geometri, akan tetapi kita sering tidak memikirkan sebenarnya persoalan tersebut dapat 

diselesaikan dengan menggunakan geometri. Begitu juga dalam berbagai disiplin ilmu, 

mungkin diperlukan ilustrasinya dalam bentuk geometri dan malah mungkin ia dapat 

diselesaikan secara geometri (selain penyelesaian dalam disiplin ilmu itu sendiri). Berikut 

ini diberikan salah satu contoh persoalan statistika tingkat sekolah menengah yang 

menjadi masalah yang membosankan bagi siswa, karena mesti menghapal rumus-rumus 

yang menyulitkan.  

Data pada tabel 1.1.1 di bawah ini 

merupakan data tinggi badan peserta 

seleksi calon pramugari. Jika peserta yang 

lulus seleksi adalah peserta yang tingginya 

lebih dari 156 cm, berapa orangkah yang 

lolos seleksi (begitulah bunyi soal dalam 

persoalan statistik). 

 

Tabe1 1 

Tinggi badan (cm) f

150 - 154 6

155 - 159 10

160 - 164 18

165 - 169 22

170 - 174 4

Total 60

BAB 

I 
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           Jika sekiranya mahasiswa/siswa mesti mengerjakan secara statisti, maka 

mahasiswa/siswa tersebut mesti mengingat, apa rumus yang harus digunakan untuk 

menghitung banyaknya peserta yang tingginya lebih besar dari 156 cm.  persoalannya 

adalah bagaimana kalau mahasiswa/siswa tersebut lupa dengan rumusnya. 

 Secara statistika persoalan di atas mesti diselesaikan dengan menggunakan rumus 

berikut ini : 

                                                  𝑁 = 𝐿 + 
𝑥− 𝑓𝑥

𝑓
× 𝑐 

                                                       156 = 154.5 + 
𝑥− 6

10
× 5 

                                                        1.5 =  
5(𝑥−6)

10
 

          x – 6 = 3 

                                                      x = 9 

                 Apa persoalannya, bagaimana repotnya kita kalau mesti menghapal rumus, 

selain itu, harus dipahami lagi, apa itu  fx,  f,  L dan lain sebagainya. Tapi mari kita coba 

perhatikan kalau kita selesaikan hal itu secara geometri. Terlebih dahulu untuk 

pengembangan daya kognitif, coba gambarkan data tersebut dalam bentuk berikut ini 

 

Gambar 1.1.2 
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Maka yakinlah, siswa SMP saja akan dapat menunjukkan bahwa ABC  ADE, yang 

mengakibatkan 

   
𝐴𝐵

𝐴𝐷
=  

𝐵𝐶

𝐷𝐸
   sehingga    

3
2⁄

5
=  

𝐵𝐶

10
    

Jadi BC = 3. Jadi TC merupakan banyaknya perserta yang tingginya kecil atau sama 

dengan 156. Sebut P = banyaknya peserta yang tingginya lebih dari 156 

Maka 

 P = banyaknya perserta – TC = 60 – 9 = 51 orang. 

 Yang perlu pembaca pahami adalah, bagaimana mudahnya persoalan di atas kita 

kerjakan dengan menggunakan geometri dan yang paling penting adalah kita tidak perlu 

menghapal berbagai rumus statistik yang sangan rumit tersebut, akan tetapi bagaimana 

kita memformulasikan suatu persoalan tersebut dalam bentuk geometri yang sederhana 

(walaupun tidak semua masalah bisa kita ilustrasikan secara geometri yang sederhana). 

  

  

1.2. Motivasi 2 

Di dalam geometri sendiri kita sering dalam menyelesaikan soal-soal bertumpu kepada, 

apa rumusnya dan bagaimana menghitungnya, sehingga tidak berkembangnya 

kemampuan kognitif dan daya analysis dari mahasiswa, kita hanya ingin belajar 

berhitung bukan bermatematika. Kondisi seperti inilah yang akan membuat pelajar (baik 

siswa maupun mahasiswa) tidak berkemampuan lemah dalam menyelesaikan problem 

solving. Perhatikan soal berikut :  Perhatikan gambar 2.1.1a. Jika panjang sisi ABC 

masing adalah 70, 80 dan 50 untuk sisi AB, BC dan AC, berapakah luas segitiga tersebut. 

          Kebanyakan siswa/mahasiswa dalam menghadapai persoalan di atas, yang 

dipikirkan pertama adalah apa rumusnya. Maka kalau rumusnya lupa atau persoalan 

tersebut kita robah dalam bentuk segiempat atau segilima sebarang. Maka sudah mustahil 

siswa/mahasiswa tersebut akan dapat menyelesaikannya. Akan tetapi coba kalau kita 

berpikir sebagai berikut : Pada gambar 1.2.1a buat garis titik A yang tegaklurus ke BC 
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dan katakan titik potongnya adalah D. dan misalkan panjang sisi BD = x, maka DC = 70 

– x, sehigga dari teorema Pythagoras berlaku : 

 

 

Gambar 1.2.1a 

 

Gambar 1.2.1b 

 

              AB2 – BD2 = AD2 = AC2 – DC2 

                        702 – x2 = 502 – (80 –x)2 

                        702 – x2 = 502 – 802 + 160x – x2 

                       4900 = (50 – 80).(50 + 80) + 160x 

                        4900 = -3900 + 160x 

                        160x = 8800 

                             x = 55 

setelah dapat x maka tinggi segitiga yaitu AD adalah 

                             AD2 = AB2 – BD2 = 702 – (55)2 = 1875 

Jadi AD 43.3 

Sehingga LABC = ½ BC.AD = ½8043.3 = 1732.05. 

 Apa yang perlu diperhatikan dalam penyelesaian di atas adalah, kita sebenarnya 

dapat menyelesaikan banyak persoalan matematika tanpa harus melalui rumusnya, kita 

dapat mengerjakan dengan konsep matematika yang paling sederhana, yang dalam 

contoh di atas hanya dengan menggunakan rumus Pythagoras yang dikenal oleh semua 

siswa sekolah menengah. Jadi sebenarnya soal di atas dapat diberikan ke siswa tingkat 
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Sekolah Menengah Pertama dan tidak mesti kita mengerjakannya dengan menggunakan 

rumus 

  𝐿∆𝐴𝐵𝐶 =  √𝑠(𝑠 − 𝑎). (𝑠 − 𝑏). 𝑠 −   𝑐) 

 

 

1.3.   Motivasi 3 ( Teorema Pythagoras). 

Salah satu teorema yang paling terkenal, mulai dari tingkat sekolah menengah pertama 

dan mungkin dari tingkat sekolah dasar adalah Teorema Pythagoras. Akan tetapi banyak 

diantara pelajar tidak memahami dengan benar asal muasal dari teorema Pythagoras 

tersebut. Sebagai contoh berikut ini diberikan salah satu bukti teorema Pythagoras yang 

ada dalam berbagai buku sekolah menengah buktinya diberikan seperti gambar 1.3.1.  

makna dari gambar tersebut adalah Jika kita punya segitiga siku-siku dengan panjang sisi 

masing-masing adalah a, b dan c dengan c sebagai sisi didepan sudut siku-siku, maka 

berlaku c2 = a2 + b2.  

Hebatnya di dalam berbagai buku selalu dibuat panjang sisi a dan b adalah 3 atau 

4 (jika a = 3 maka b = 4 atau sebaliknya). Karena kuadrat itu juga bermakna luas, maka 

luas segi empat yang panjang sisinya 3 = b, adalah 9 kotak dan luas daerah segiempat 

yang panjang sisinya 4 = a adalah 16 kotak, yang diharapkan luas daerah segiempat yang 

panjang sisinya 5 adalah 25 kotak seperti digambarkan pada gambar 1.3.1 (sisi c yang 

miring). Pernahkah kita berpikir, bagaimana menunjukkan, bahwa jumlah kotak yang 

diliputi oleh segiempat miring yang panjang sisinya 5 tersebut adalah 25 kotak, karena 

bentuknya miring dan kotak-kotaknya terpotong-potong.  Sebenarnya kita dapat 

menunjukkan dengan metoda simulasi, jika kotak yang miring tersebut kita baringkan, 

maka akan jelaslah ia akan meliputi sebanyak 25 kotak, akan tetapi sedikit yang berpikir 

seperti itu. 

            Berikut ini akan diberikan beberapa cara mudah untuk membuktikan teorema 

Pythagoras.perhatikan ABC seperti gambar 1.3.2b, dengan masing-masing panjang sisi 

adalah a, b dan c. Akan ditunjukkan berlaku  c2 = a2 + b2.  
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Gambar 1.3.1 

 

 

Cara I. Metoda Persegi 

 Bentuk suatu persegi dengan panjang sisi a + b. maka ditengah-tengahnya diperolah 

persegi yang panjang sisinya c. tentunya luas persegi yang besar adalah (a + b)2. Dipihak 

lain luas persegi yang besar itu juga dapat dinyatakan sebagai jumlah luas 4 buah segitiga 

ditambah luas persgi di tengah. Jadi 

    4.½ a.b + c2 = (a + b)2  

                  1 a.b + c2 = a2 + 2ab + b2 

Jadi 

                            c2 = a2 + b2. 
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Gambar 1.3.2a 

 

 

Gambar 1.3.2b 

 Posisi sisi a dan b untuk membuktikan teorema Pythagoras dengan cara seperti di 

atas juga dapat di gambarkan dengan cara seperti gambar 1.3.3  

 

Gambar 1.3.3 

 

Cara II. Metoda trapesium 

Untuk segitiga yang salam seperti segitiga pada gambar 1.3.2a, akan tetapi kita bentuk 

suatu trapesium yang panjang sisi sejajarnya adalah a dan b, kemudian salah satu sisi 

datarnya berukuran a + b (seperti gambar 1.3.3).  
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Jadi diperoleh suatu trapesium ABCD 

yang dibentuk oleh dua buah segitiga 

yang sebangun dan setengah persegi 

yang panjang sisinya adalah c. Jadi 

luas trapesium tersebut adalah  

    L = ½ (a + b).(a + b)            (1.3.1) 

Dipihak lain luas trapesium itu juga 

dapat dipandang sebagai jumlah luas 

dua buah  

 

Gambar 1.3.3 

segitiga ditambah separoh luar persegi yang panjang sisinya c. 

Yaitu 

     ½ .2.ab + ½ c2         (1.3.2) 

Dari persamaan 1.3.1 dan 1.3.2 diperoleh 

 ½ (a2 + 2ab + b2) = ab + ½ c2 

                 a2 + 2ab + b2 = 2ab + c2 

                          a2 + b2 = c2  

 

 

Cara III. Metoda kesebangunan 

Perhatikan ABC, kemudian buat garis tegak lurus dari sudut siku-siku ke sisi terpanjang 

(seperti gambar 1.3.4). dan sebut c = x + y. maka akan diperoleh ABC  DAC, 

sehingga diperoleh 

                         
𝐷𝐶

𝐴𝐶
=

𝐴𝐶

𝐵𝐶
  

Jadi 

                          
𝑥

𝑎
=

𝑎

𝑐
  

Sehingga a2 = xc 

Kemudian karena ABC juga sebangun dengan DBA, maka diperoleh 

                            
𝐷𝐵

𝐵𝐴
=

𝐴𝐵

𝐵𝐶
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Gambar 1.3.4 

Sehingga 

                         
𝑦

𝑏
=

𝑏

𝑐
  

Yang mengakibatkan b2 = c.y 

Maka 

              c2 = c.c = c(x + y) = cx + cy = a2 + b2. 

 

 

 

 

1.4. Motivasi IV. 

Dalam berbagai buku teks di tingkat SMA/MA dan SMK telah diberikan cara untuk 

menghitung panjang garis bagi dari suatu sudut pada suatu segitiga. Misalkan segitiga 

ABC dan buat garis bagi dari sudut A. Misalkan garis bagi dari sudut A tersebut 

memotong sisi BC di titik D. Persoalannya adalah, apakah hanya seperti yang ada di 

buku teks SMA/MA dan SMK itu cara menentukan panjang sisi AD.  Berikut ini akan 

diberikan beberapa alternatif untuk menghitung panjang garis bagi. Tujuan dari alternatif 

yang diberikan disini adalah untuk mengasah kemampuan analisis berfikir pembaca, 

bagaimana kita dapat mengkontruksi sesuatu dengan cara yang lebih mudah. Untuk 

mengasah kemampuan analisis pembaca (mahasiswa) maka tidak semua cara akan 

diuraikan secara lengkap, akan tetapi yang diberikan hanyalah langkah pembuktian 

secara lengkap. 
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Alternatif  1. 

Perhatikan gambar 1.5.1a di bawahyang mana BAD = CAD, akan ditentukan panjang 

sisi AD yang merupakan panjang garis bagi dari sudut A (lihat gambar 1.5.1a), kemudian 

buat garis dari titik B ke sisi AC sehingga  CBE = ½ A = BAD = CAD. Untuk 

langkah selanjutnya bimbinglah siswa untuk menunjukkan bahwa  

 

 

Gambar 1.5.1a 
 

Gambar 1.5.1.b 

 

Maka akan diperoleh : 

 AED = EDB dan  ADB = CAD + ACB = BAD + ACB 

                                   AEX = ACB + CBE = ACB + BAD 

 Dengan menunjukkan kesebangunan ABD dengan AEX, akan didapatkan 

perbadingan berikut : 

       
𝐴𝐷

𝐴𝐸
=  

𝐴𝐵

𝐴𝑋
    atau 𝐴𝐷 =  

𝐴𝐵.𝐴𝐸

𝐴𝑋
 

 Karena AD = AX + DX dan  

     𝐴𝐷2 = 𝐴𝐷. 𝐴𝐷 =
𝐴𝐵.𝐴𝐸

𝐴𝑋
(𝐴𝑋 + 𝐷𝑋) = 𝐴𝐵. 𝐴𝐸 +

𝐴𝐵.𝐴𝐸

𝐴𝑋
 . 𝐷𝑋 = 𝐴𝐵. 𝐴𝐸 +

𝐴𝐷. 𝐷𝑋 

 Pandang AE = AC – CE, maka akan diperoleh 
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     AD2 = AD.DX + AB.AC – AB.CE 

             = AB.AC – AB.EC + AD.DX                  

 Selanjutnya pandang  CAD = CBE yang akan mengakibatkan  ADC  BEC 

yang menghasilkan   
𝐸𝐶

𝐷𝐶
=  

𝐵𝐶

𝐴𝐶
                                                        

 Karena AD adalah bisektor sudut A, mengakibatkan 
𝐴𝐵

𝐴𝐶
=  

𝐵𝐷

𝐷𝐶
 dan juga 

𝐷𝐶

𝐴𝐶
=  

𝐵𝐷

𝐴𝐵
 

 Sehingga 
𝐸𝐶

𝐵𝐶
=  

𝐵𝐷

𝐴𝐵
 yang bermakna  

                   AB.EC = BC.BD  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5.1) 

 Karena CBE = BAD, mengakibatkan  ABD  BDX, yang mengakibatkan 

𝐵𝐷

𝐴𝐷
=  

𝐷𝑋

𝐵𝐷
 sehingga  

                  𝐵𝐷2 = 𝐴𝐷. 𝐷𝑋  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5.2) 

 Dengan menggunakan AD2 = AD.DX + AB.AC – AB.CE, persamaan (1.5.1) dan 

(1.5.2) maka diperoleh 

                  𝐴𝐷2 = 𝐴𝐵. 𝐴𝐶 − 𝐵𝐶. 𝐵𝐷 +  𝐵𝐷2 

                           =AB.AC – BD(BC – BD) = AB.AC – BD.DC . . . . . . . . . (1.5.3) 

 Karena 
𝑐

𝑏
=

𝐵𝐷

𝐷𝐶
 dan AD bisektor BD, maka berlaku 𝐵𝐷 =  

𝑎𝑐

𝑏+𝑐
 dan 𝐷𝐶 =  

𝑎𝑏

𝑏+𝑐
 

 Maka dari persamaan (1.5.3) diperoleh 

             𝐴𝐷2 = 𝐵𝐶 + 
𝑎2𝑏𝑐

(𝑏+𝑐)2 
  

Jadi panjang garis bagi dari titik A adalah  

 

 

  Dengan cara yang sama panjang Garis bagi dari titik B dan titik C adalah 

 

 

 

 

 

  
















2

2
2 1

cb

a
bcAD

  
















2

2
2 1

ca

b
acBE

  
















2

2
2 1
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c
abCF
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Perhatikanlah penurunan rumus di atas, 

serta gambarnya,  pernahkah anda 

pikirkan jika sekiranya CBE > ABC, 

dengan kata lain  ½ A > B. Untuk itu 

perpanjang garis CA dan buat titik E di 

perpanjangan CA sehingga  ½ A = 

CBE.  

        Maka pembaca dapat mencoba untuk 

menunjukkan bahwa akan tetap berlaku  

 

 

Gambar 1.5.2. 

 

 

 

 

Alternatif 2. 

Sama seperti pada kasus lainnya, misalkan AD adalah garis bagi A, maka akan 

ditentukan panjang sisi AD (perhatikan gambar 1.5.3),  untuk itu buat garis DE dan DF 

sehingga DE / /CA dan DF // BA. Sehingga segiempat AEDF merupakan jajaran genjang 

(perhatikan gambar 1.5.3). 

             Selanjutnya buat garis DN dan CM yang keduanya tegak lurus ke sisi AB (lihat 

gambar 1.5.3). Selanjutnya mintalah siswa untuk menunjukkan bahwa  

  ADE = CAD 

  ADF =  BAD 

  BAD =  CAD 

  ADE =  ADF 
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  Kemudian untuk 

mempermudah, pembesarlah 

gambar yang diperoleh seperti 

gambar 1.5.4. 

 

Gambar 1.5.3 

 

 

Gambar 1.5.4 

Selanjutnya bimbinglah siswa untuk menunjukkan bahwa : 

  BAD =  CAD =  ADE =  ADF 

 AO = OD = AD/2 

 
𝐵𝐷

𝐷𝐶
=

𝑐

𝑏
 

 𝐵𝐷 =  
𝑎𝑐

𝑏+𝑐
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  𝐵𝐷𝐸   𝐴𝐵𝐶 

 
𝐷𝐸

𝑏
=  

𝐵𝐷

𝑎
 

 Dari 𝐷𝐸 =  
𝑏𝑐

𝑏+𝑐
, maka  

          𝐷𝐸 = 𝐷𝐹 = 𝐴𝐸 = 𝐴𝐹 =   
𝑏𝑐

𝑏+𝑐
  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1.5.4) 

 Dari kesebangunan  AND dengan  AOE diperoleh 

              
𝐴𝐸

𝐴𝐷
=  

𝐴𝑂

𝐴𝑁
=  

𝐴𝐷

2.𝐴𝑁
 

Sehingga  

           𝐴𝐷2 = 2. 𝐴𝑁. 𝐴𝐸 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .(1.5.5) 

 Dari kesebangunan  DEN dengan  AMC diperoleh 

           
𝐸𝑁

𝐴𝑀
=  

𝐷𝐸

𝑏
 

 Jika disubsitusikan ke persamaan (1.5.4) akan diperoleh 

           𝐸𝑁 =  
𝐴𝑀.𝑐

𝑏+𝑐
 

 Tunjukkan bahwa pada  BMC berlaku 

            𝑎2 =  𝐶𝑀2 + 𝐵𝑀2 

                             =  𝑏2 −  𝐴𝑀2 +  (𝑐 − 𝐴𝑀 )2 

                             =  𝑏2 +  𝑐2 −  2𝑐. 𝐴𝑀 

 Sehingga 𝐴𝑀 =  
𝑏2+ 𝑐2− 𝑎2

2𝑐
  

 Maka  

                 𝐸𝑁 =  
𝑏2+ 𝑐2− 𝑎2

2(𝑏+𝑐)
 

 Karena AN = AE + EN dan dari persamaa (1.5.4) diperoleh  

                  𝐴𝑁 =  
𝑏2+ 𝑐2− 𝑎2

2(𝑏+𝑐)
  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5.6) 

 Subsitusikan (7.4) dan (1.5.6) ke persamaan (1.5.5), maka akan diperoleh 

                        𝐴𝐷2 =  
2𝑏𝑐

𝑏+𝑐
. [

(𝑏+𝑐)2− 𝑎2

2(𝑏+𝑐)
] 
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                     𝐴𝐷2 = 𝑏𝑐 (1 − (
𝑎2

(𝑏+𝑐)2)) 

Yang merupakan panjang garis bagi. Pada dasarnya alternatif ke 2 dan ke 3 ini sama 

dan hasilnya juga sama. Menariknya lagi panjang garis bagi lansung dapat ditentukan 

dari panjang sisi-sisi segitiga tersebut. 

 

Alternatif 3.  

Pada alternatif ke 4 ini untuk menentukan panjang sisi dari AD (garis bagi dari sudut A) 

dilakukan dengan membuat garis AXyang tegak lurus dengan sisi BC. Untuk itu 

bimbinglah siswa untuk melakukan langkah-langkah berikut ini : 

 

Gambar 1.5.5a 
 

Gambar 1.5.5b 

 Minta siswa untuk menentukan mana segitiga yang sebangun sehingga  

             
𝐵𝐷

𝐷𝐶
=  

𝑐

𝑏
 ,   

 Kemudian bimbinglah siswa untuk menemukan  

            𝐵𝐷 =  
𝑎.𝑐

𝑏+𝑐
 dan 𝐷𝐶 =  

𝑎.𝑏

𝑏+𝑐
  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5.7) 

 Perhatikan ABX dan tunjukkan bahwa 

 

 Yang menghasilkan 

           

 Kemudian dari AXC tunjukkan bahwa 
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 Yang menghasilkan 

 

 

 Dengan memperhatikan persamaan (1.5.7) akan diperoleh 

 

 Sederhanakanlah untuk memperoleh 

     

    

      

 Yang menghasilkan formula yang sama seperti pada alternative 2 dan 3 yaitu 

      𝐴𝐷2 = 𝑏𝑐 (1 − (
𝑎2

(𝑏+𝑐)2)) 

 

 

 

 

 

 

Soal Latihan  1 

1. Buktikan bahwa jumlah besar sudut dalam ABC adalah 1800 

2. Buktikan secara lansung (tanpa memilah dalam bentuk dua segitiga), bahwa jumlah 

besar sudut dalam sebarang segiempat adalah 1800. 
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3. Dengan cara yang hampir serupa dengan altenatif menentukan panjang garis bagi, 

silakan dicoba altenatif untuk menentukan panjang garis tinggi dan panjang garis 

berat.  

4. Perhatikan gambar disebelah dan 

tunjukkan bahwa berlaku 

      h2 = p.q      

      a2 = p.c 

      b2 = q.c 

  

 

5. Buktikan teorema Pythagoras dengan 

menggunakan gambar disebelah 

 

6. Buktikan teorema Pythagoras 

dengan menggunakan gambar 

disebelah dengan menunjukkan LA1 

= LA2 dan LA3 = LA4. 

 

 



Geometri Lanjut                                                                                                                            27  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 LINGKARAN  I 

Dalam kehidupan, kita akan banyak sekali menjumpai ataupun terlibat dengan masalah 

lingkaran, misalkan dalam suatu pipa besar akan dimuat untuk mengalirkan minyak dari 

tempat pengeboran ke kilang produksi. Jika di dalam pipa tersebut juga mesti dibuat pipa 

kecil sedangkan diantara pipa kecil dan pipa bersar tersebut mesti dibuat wadah dalam 

bentuk segitiga yang digunakan untuk pemanasan agar minyak tadi tidak membeku, 

persoalannya adalah berapa ukuran pipa besar dan pipa kecil yang mesti kita buat supaya 

hasilnya maksimal. 

 

 

 

 

BAB 

2 
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 LINGKARAN  I 

 

2.1. Sifat Dasar 

Kita mengetahui sangat banyak sekali konsep geometri yang ada pada lingkaran. Mulai 

dari lingkaran dalam, lingkaran luar serta berbagai ketaksamaan terdapat pada lingkaran, 

sehingga banyak sekali teorema yang terdapat pada lingkaran ini. Baik itu yang terkait 

dengan ukuran jari-jari lingkaran luar dan lingkaran dalam. Berikut ini akan dibahas 

beberapa sifat dasar dari suatu lingkaran.  

Lingkaran. 

Lingkaran adalah himpunan semua titik-titik yang membentuk lengkungan tertutup, 

dimana titik-titik pada lengkungan tersebut berjarak sama terhadap suatu titik tertentu, 

titik tertentu tersebut disebut titik pusat lingkaran.  

           Untuk lebih jelasnya mengenai pengertian lingkaran, tali busur lingkaran, dan 

beberapa teorema pada lingkaran maka akan dijelaskan pada definisi dan teorema 

berikut. 

Definisi 2.1.1.  Misalkan P adalah sebuah titik yang diberikan pada sebuah bidang, dan 

misalkan r adalah bilangan positif. Lingkaran dengan pusat P dan jari-jari r adalah 

himpunan semua titik di bidang tersebut yang mempunyai jarak terhadap P adalah sama 

dengan r. 

BAB 

2 
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Gambar 2.1.1a 

 

Gambar 2.1.1b 

 

Definisi 2.1.2. Sebuah tali busur adalah suatu segmen garis yang mempunyai titik akhir 

yang berada pada lingkaran. 

. Pada lingkaran terdapat beberapa teorema yang sering dijumpai dalam geometri, 

seperti teorema sudut pusat, sudut keliling, dan sebagainya. Berikut diberikan beberapa 

teorema tersebut. 

Teorema 2.1.1.  Garis yang tegak lurus dari pusat lingkaran ke suatu tali busur membagi 

dua sama panjang  tali busur tersebut. 

Bukti: Perhatikan Gambar 2.1.3, misalkan PF 

adalah garis yang tegak lurus dengan tali busur QR 

yang ditarik dari pusat lingkaran P, maka FQ = 

FR.  Akan dibuktikan FQ = FR. Dari pusat P 

ditarik pula garis yang menghubungkan titik-titik 

Q, dan R, maka diperoleh PQ dan PR yang 

panjangnya merupakan jari-jari lingkaran, yang 

mengakibatkan ΔPQR yang merupakan segitiga 

sama kaki, sehingga 

          

 

Gambar 2.1.3 

mPQF = mPRF                                                 …(2.1.1) 
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Pada ΔPQF dan ΔPRF, PF adalah segmen garis yang sama sehingga PF kongruen diri 

sendiri yaitu 

PF  PF   (S) 

Karena PF  QR maka mPFR = mPFQ = 900 sehingga 

PFR  PFQ  (Sd) 

Dan dari persamaan (2.1.1) diperoleh 

PQF  PRF   (Sd) 

Sehingga dari pustulat Kongruensi S-Sd-Sd diperoleh bahwa  

ΔPQF  ΔPRF, 

Jadi sisi yang berkorespondensi kongruen, yaitu 

FQ  FR atau FQ = FR .       ▼ 

Di dalam lingkaran terdapat sudut pusat dan sudut keliling. Sudut pusat lingkaran 

adalah sudut yang dibentuk oleh dua jari-jari lingkaran, sedangkan sudut keliling 

lingkaran adalah sudut yang dibentuk dari dua buah tali busur yang bertemu pada keliling 

lingkaran. Berikut ini akan dijelaskan mengenai Teorema sudut pusat dan Teorema sudut 

keliling. 

Teorema 2.1.2   Misalkan AB adalah tali busur sebuah lingkaran yang berpusat di O 

yang mana AB bukan diameternya, dan misalkan C adalah sebarang titik pada lingkaran 

yang berbeda dari A dan B maka : 

a) Jika 𝐶 dan 𝑂 berada pada sisi yang sama dari AB maka .2 ACBAOB    

b) Jika 𝐶 dan O berada pada bagian berbeda dari AB maka .23600 ACBAOB   

Bukti. Misalkan AB adalah sebuah tali busur sebuah lingkaran yang berpusat di O yang 

mana AB bukan diameternya, dan C adalah sebarang titik pada lingkaran yang berbeda 

dari A dan B.  

a) Misalkan C  dan O  berada pada sisi yang sama dari AB . Akan ditunjukkan bahwa 

ACBAOB  2  dalam tiga kasus.  

Kasus 1.  
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Lukis garis AO, OB, AC dan BC.  Misalkan AC 

dan BC berturut-turut tidak memotong jari-jari OB 

dan OA. Lihat gambar  5.1.4.  

Pada  ∆𝐴𝑂𝐵, ∆𝐴𝑂𝐶, dan ∆𝐵𝑂𝐶  berturut-turut 

diperoleh  

     ∠𝐴𝑂𝐵 = 1800 − (∠𝑂𝐴𝐵 + ∠𝑂𝐵𝐴),...(2.1.1)  

     ∠𝐴𝑂𝐶 = 1800 − (∠𝑂𝐴𝐶 + ∠𝑂𝐶𝐴)...(2.1.2) 

dan 

     ∠𝐵𝑂𝐶 = 1800 − (∠𝑂𝐵𝐶 + ∠𝑂𝐶𝐵) ...(2.1.3)  ...(2.1.3) 

 

gambar 2.1.4 

Selain itu, juga diperoleh 

                      ∠𝐴𝑂𝐵 = 3600 − (∠𝐴𝑂𝐶 + ∠𝐵𝑂𝐶).              ...(2.1.4) 

Jika persamaan (2.1.2) dan (2.1.3) disubtitusikan ke persamaan (2.1.4) maka diperoleh 

                      ∠𝐴𝑂𝐵 = ∠𝑂𝐴𝐶 + ∠𝑂𝐶𝐴 + ∠𝑂𝐵𝐶 + ∠𝑂𝐶𝐵.              ...(2.1.5) 

Pada gambar 2.1.4, OA=OC dan OB=OC. Maka  berturut-turut diperoleh 

                      OCAOAC                   ...(2.1.6) 

dan 

          OCBOBC  .                 ...(2.1.7) 

Dengan mensubtitusi persamaan (2.1.6) dan (2.1.7) ke persamaan (2.1.5) maka diperoleh  

                    ∠𝐴𝑂𝐵 = 2(∠𝑂𝐶𝐴 + ∠𝑂𝐶𝐵)  = 2∠𝐴𝐶𝐵. 

 

Kasus 2.  

Lukis garis AO, OB, AC dan BC. Misalkan AC memotong jari-jari OB. Lihat gambar 

2.1.5.  Pada ∆𝐴𝑂𝐵, ∆𝐴𝑂𝐶, dan ∆𝐵𝑂𝐶  diperoleh persamaan (2.1.1), ( 5.1.2)   dan 

(2.1.3).  Jika persamaan (2.1.1) dikurangi dengan persamaan (5.1.2 )  maka  diperoleh :  

       ∠𝑂𝐴𝐵 − ∠𝑂𝐴𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐴 + ∠𝐴𝑂𝐶 − ∠𝑂𝐵𝐴 −  ∠𝐴𝑂𝐵        . . . . . . . . . .(2.1.8) 

Jika  persamaan (2.1.3) juga dikurangi dengan persamaan (2.1.2) maka diperoleh 

        ∠𝑂𝐶𝐵 − ∠𝑂𝐶𝐴 = ∠𝑂𝐴𝐶 + ∠𝐴𝑂𝐶 − ∠𝑂𝐵𝐶 − ∠𝐵𝑂𝐶.         . . . . . . . . . (2.1.9) 
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Namun, jika persamaan (2.1.1) dijumlahkan 

dengan persamaan (2.1.3) maka diperoleh  

    ∠𝑂𝐵𝐴 + ∠𝑂𝐵𝐶 = 

          3600 − ∠𝑂𝐴𝐵 − ∠𝐴𝑂𝐵 − ∠𝑂𝐶𝐵 −

∠𝐵𝑂𝐶.                                                            

...(2.1.10) 

Dengan menjumlah  persamaan (2.1.8), (2.1.9) 

dan (2.1.10) maka diperoleh  

 

 

gambar 2.1.5 

       (∠𝑂𝐴𝐵 − ∠𝑂𝐴𝐶) + (∠𝑂𝐶𝐵 − ∠𝑂𝐶𝐴) + (∠𝑂𝐵𝐴 + ∠𝑂𝐵𝐶) = 1800.      ..(2.1.11) 

Dengan mensubtitusi persamaan (2.1.11) ke persamaan (2.1.1) maka diperoleh  

         ∠𝐴𝑂𝐵 = −∠𝑂𝐴𝐶 + ∠𝑂𝐶𝐵 − ∠𝑂𝐶𝐴 + ∠𝑂𝐵𝐶.                ...(2.1.12) 

 Pada gambar 6,  OA, OB dan OC adalah jari-jari lingkaran sehingga OA=OC dan 

OB=OC. Maka diperoleh persamaan  (5..1.6) dan  (2.1.7). Jika persamaan (2.1.6) dan 

(2.1.7) disubtitusikan ke persamaan (2.1.12) maka diperoleh  

               ∠𝐴𝑂𝐵 = 2(∠𝑂𝐶𝐵 − ∠𝑂𝐶𝐴) 

                           = 2∠𝐴𝐶𝐵. 

 

Kasus 3. 

Lukis garis AO, OB, AC dan BC. Misalkan BC memotong OA. Dengan cara serupa 

dengan pembuktian pada kasus 2, maka diperoleh ACBAOB  2 . 

b)  Misalkan 𝐶 dan O  berada pada sisi-sisi berhadapan dari AB. Akan ditunjukkan 

bahwa ACBAOB  23600
. Pertama, Lukis garis AO, OB, AC, CB dan OC.  

  

Lihat gambar 2.1.6.  Karena C dan O berada pada sisi-sisi berhadapan dari AB, maka 

diperoleh  

                    ∠𝐴𝑂𝐵 = ∠𝐴𝑂𝐶 + ∠𝐵𝑂𝐶                      . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2.1.13) 

Dengan mensubtitusi persamaan (2.1.2) dan (2.1.3) ke persamaan (2.1.13) maka 

diperoleh 
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  ∠𝐴𝑂𝐵 = 3600 − (∠𝑂𝐴𝐶 + ∠𝑂𝐶𝐴 + ∠𝑂𝐶𝐵 + ∠𝑂𝐵𝐶).     . . . . . . . . . . . .(2.1.14) 

Terakhir, dengan mensubtitusi persamaan (2.1.6) 

dan (2.1.7) ke persamaan  (2.14) maka diperoleh  

                     ∠𝐴𝑂𝐵 = 3600 − 2(∠𝑂𝐶𝐴 + ∠𝑂𝐶𝐵) 

                              = 3600 − 2∠𝐴𝐶𝐵.  

 

gambar 2.1.6 

             □ 

Teorema 2.1.3. Sudut keliling yang menghadap busur yang sama mempunyai besar yang 

sama. 

Bukti: Gambar 2.1.7. Sudut keliling 

yang menghadap busur yang sama. 

Perhatikan gambar 2.1.7, APB dan 

AQB adalah sudut keliling yang 

menghadap busur yang sama yaitu busur 

AB. Dengan menarik garis AO dan OB 

sehingga  membentuk AOB yang 

merupakan sudut pusat lingkaran yang 

juga menghadap busur AB. Akan 

dibuktikan mAPB = mAQB . Dari 

teorema 2.1.2 diperoleh 

 

Gambar 2.1.7 

mAOB = 2mAPB          …(2.1.15) 

mAOB = 2mAQB          …(2.1.16) 

Dari persamaan (2.1.15) dan (2.1.16) diperoleh 
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2mAPB = 2mAQB 

mAPB = mAQB         

Pada tali busur lingkaran, apabila terdapat dua buah tali busur yang berpotongan 

di satu titik, maka diperoleh perkalian yang senilai, seperti yang dijelaskan pada Teorema 

perpotongan dua tali busur berikut. 

Teorema 2.1.4.  Misalkan RS dan TU adalah tali busur dari lingkaran yang sama yang 

berpotongan di Q, maka QR .QS = QU .QT 

Bukti: Gambar 2.1.8. Lingkaran dengan 

RS dan TU yang berpotongan di titik Q. 

Pada ΔQSU dan ΔQTR. Karena SUT 

dan TRS sama-sama menghadap busur 

ST, maka menurut Teorema 2.1.3 

diperoleh 

QUS = QRT  (Sd) 

Dan juga SQU dan TQR adalah sudut 

yang bertolak belakang, sehingga 

diperoleh 

SQU = TQR  (Sd) 

 

Gambar 2.1.8 

Dari Akibat Teoremai 3.1.3 kesebangunan Sd-Sd diperoleh 

ΔSQU ~ ΔTQR 

Sehingga terdapat sisi-sisi yang proporsional antara ΔSQU dan ΔTQR, yaitu 

 
QR

QU

QT

QS
  

QR .QS = QU .QT         

Pada tali busur lingkaran juga dikenal istilah mengenai segiempat tali busur, yaitu 

segiempat yang dibentuk oleh perpotongan empat buah tali busur pada keliling lingkaran. 



Geometri Lanjut                                                                                                                            36  
 

Segiempat talibusur sering juga disebut segiempat siklik, yang dijelaskan pada definisi 

dan teorema berikut. 

Definisi 2.1.3.  Segiempat tali busur adalah sebuah segiempat yang keempat titik 

sudutnya terletak pada keliling lingkaran. 

Perhatikan  ABCD pada gambar 2.1.9, 

ABCD disebut segiempat tali busur karena 

titik 

A, B, C, dan D terletak pada keliling suatu 

lingkaran. 

 

 

gambar 2.1.9 

 

Teorema 2.1.5. Dalam segiempat tali busur 

sudut-sudut yang berhadapan adalah sama 

dengan sudut pelurus. 

Bukti: Perhatikan  ABCD pada gambar 

2.1.10, ABCD adalah segiempat tali busur, 

dimana A berhadapan dengan C dan 

B berhadapan dengan D maka :   

 

mA +  mC = 1800 dan mB + mD = 1800 . 

          Misalkan O adalah titik pusat lingkaran, dan dari titik pusat O ditarik garis ke titik 

D dan B pada ABCD 
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. Sehingga BCD dan BOD sama-

sama menghadapbusur BAD, dan BAD 

dan DOB sama-sama menghadap busur 

BCD  

 

gambar 2.1.10 

 

1. Perhatikan BCD dan BOD yang saling menghadap busur BAD. Misalkan mBOD 

= x0 , maka dari Teorema 5.1. 2 diperoleh 

X0 = 2mBCD      …(2.1.17) 

2. Perhatikan BAD dan DOB yang saling menghadap busur BCD. Misalkan mDOB 

= y0 , maka diperoleh 

y0 = 2mBAD       …(2.1.18) 

Jumlah sudut yang terdapat pada pusat lingkaran adalah 

x0 + y0 = 3600        …(2.1.19) 

Dari persamaan (2.1.17), (2.1.18) dan (2.1.19) diperoleh 

x0 + y0 = 2mBCD + 2mBAD 

3600 = 2(mBCD + mBAD) 

1800 = mBCD + mBAD 

mA +  mC = 1800        

 Cara lain untuk membuktikan teorema di atas adalah, misalkan titik D berada 

dalam lingkaran, maka akan dapat ditunjukkan  B + C > 1800, kemudian kalau 

dimisalkan titik D berada diluar lingkaran maka akan diperoleh  B + C < 1800. Maka 
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kalau begitu berlakulah B + C = 1800. Pernyataan tersebut sering ditulis dalam bentuk 

teorema berikut ini : 

Teorema 2.1.6 : Segiempat ABCD adalah siklik jika dan hanya jika DAC = DBC.  

Bukti : Sebagai latihan,  

Sebagai bantuan perhatikan gambar 2.1.11a dan gambar 2.1.11b di bawah. Untuk kasus 

khusus di ambil tali busur yang panjangnya sama (perhatikan gambar 2.1.12), dan 

memisalkan O titik pusat lingkaran serta  dengan menggunakan konsep kesebangunan 

akan ditunjukkan bahwa panjang sisi OE = OF. Kemudian pada gambar 2.1.13 kita 

belakukan untuk panjang talibusur yang berbeda. 

          

Gambar 2.2.11a 

 

Gambar 2.1.11b 

Perhatikan 5.1.12 misalkan AB dan CD adalah 

busur pada lingkaran yang panjang busurnya 

adalah sama dengan kata lain 𝐴𝐵̂ =  𝐶𝐷̂, maka 

akan berlaku panjang sisi AB sama dengan 

panjang sisi CD (AB = CD). Sehingga dengan 

mudah dapat ditunjukkan bahwa AOB = 

COD, juga dapat ditunjukkan bahwa OAE = 

OCF serta OBE = ODF. Yang ahirnya 

juga berlaku OE = OF.  

 Kalau di atas adalah untuk dua buah busur 

 

Gambar 2.1.12 
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yang panjangnya sama, berikut ini kita bahas 

hubungan yang berlaku untuk panjang dua 

buah busur yang tidak sama. Perhatikan 5.1.13. 

Misalkan  𝐴𝐵̂ >  𝐶𝐷̂, maka pastilah akan 

berlaku AB > CD. Serta  AOB > COD, akan 

tetapi OE < OF dalam artian OE lebih pendek 

dari OF. Pembaca juga dapat menunjukkan 

bahwa :         
 

                    Gambar (2.1.13) 

                

             AOE = BOE > DOF = COF,  

yang mengakibatkan bahwa              

            FDO = FCO > EAO = EBO.              

 Perhatikan 5.1.14a di bawah. Maka bila ABCD adalah segiempat konvek, maka 

bila ABCD juga merupakan segiempat siklik dan BAC = BDC (harap dibuktikan bagi 

yang belum memahaminya). 

           A + C = 1800 = B + D.  

             

                         5.1.14a                                                      5.1.14b 

 

Hal ini mengakibatkan bahwa ABE = D.  sedangkan pada 5.1.14b, pandang bahwa A, 

B dan C berada pada lingkaran atau lingkaran tersebut merupakan lingkaran luar dari 
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segitiga ABC. Bila TA merupakan garis singgung pada lingkaran di titik A, dengan O 

adalah titik pusat lingkaran luar, maka haruslah berlaku OA  AT dan di dalam berbagai 

buku geometri tingkat sekolah menengah sudah ditunjukkan bahwa BAT = BCA. 

  Berikut  ini akan dibahas tentang segiempat yang memuat sebuah lingkaran dalam  

(disebut juga segiempat Circumscriptible) dan segiempat yang memuat sebuah lingkaran 

luar  (disebut juga segiempat Siklik). Berikut  diberikan definisi segiempat 

Circumscriptible. 

 

Definisi 2.1.3 Segiempat 

Circumscriptible adalah segiempat yang 

memuat sebuah lingkaran dalam ( 

Incircle of the Quadrilateral) sehingga 

menyinggung keempat sisi segiempat.  

Lihat gambar 2.1.15  

Gambar 2.1.15.  

          Sebagaimana yang telah disebutkan sebelumnya bahwa tidak semua segiempat 

adalah Circumscriptible. Oleh karena itu, agar suatu segiempat menjadi Circumscriptible 

maka tentulah memerlukan syarat tertentu. Berikut ini  diberikan teorema yang 

menunjukkan syarat untuk suatu segiempat agar menjadi Circumscriptible. 

Teorema 2.1.7  Suatu segiempat adalah Circumscriptible jika dan hanya jika dua pasang 

sisi-sisi yang berhadapan mempunyai jumlah panjang yang sama.  

Bukti. Misalkan segiempat ABCD adalah Circumscriptible. Akan ditunjukkan bahwa 

𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐷𝐴.  Karena segiempat ABCD adalah Circumscriptible maka 

𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 dan  𝐴𝐷 masing-masing menyinggung lingkaran di titik 𝑃, 𝑄, 𝑅 dan 𝑆.  Lihat 

gambar 2.1.17.                                               

           Perhatikan APO  dan ASO . OP dan OS adalah jari-jari lingkaran sehingga 

masing-masing tegak lurus ke sisi AB dan AD. Karena OP=OS dan OA=OA. 
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Menggunakan prinsip Pythagoras, maka diperoleh 𝐴𝑃 = 𝐴𝑆. Dengan cara yang sama 

untuk BQO  dan BPO , CRO  dan ,CQO  dan DSO  dan ,DRO  maka diperoleh 

CRCQBQBP  ,  dan .DSDR   Sehingga (Lihat gambar 2.1.18) 

 

 

 

gambar 2.1.16. 

 

Gambar 2.1.17.  

  

                                         𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐴𝑃 + 𝑃𝐵 + 𝐶𝑅 + 𝑅𝐷 

                                         = 𝐴𝑆 + 𝐵𝑄 + 𝐶𝑄 + 𝐷𝑆 

                                         = 𝐵𝑄 + 𝑄𝐶 + 𝐷𝑆 + 𝑆𝐴 

                                         = 𝐵𝐶 + 𝐷𝐴.                                                                                       

. Sebaliknya, misalkan 𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐷𝐴. Akan ditunjukkan bahwa segiempat 

ABCD adalah Circumscriptible. Misalkan  𝐴𝐵 < 𝐴𝐷.  Maka     

                                     CDADCDAB   

                                     CDADDABC   

                            .CDBC              

Karena 𝐴𝐵 < 𝐴𝐷 dan 𝐵𝐶 < 𝐶𝐷, Maka dapat dipilih titik X di AD dan Y di CD sehingga 

𝐴𝑋 = 𝐴𝐵 dan 𝐶𝑌 = 𝐵𝐶 

kemudian karena                         

         𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐷𝐴 

maka                  

         𝐴𝐵 + 𝐶𝑌 + 𝑌𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐴𝑋 + 𝑋𝐷 
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        𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝑌𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐴𝐵 + 𝑋𝐷 

                           𝑌𝐷 = 𝑋𝐷. 

 

Gambar 2.1.18. 

 

gambar 2.1.19 

Misalkan K adalah titik pusat lingkaran luar ∆𝐵𝑋𝑌.  Lihat gambar 2.1.19. Karena  𝐴𝑋 =

𝐴𝐵 , 𝐾𝑋 = 𝐾𝐵 dan  𝐴𝐾 = 𝐴𝐾 maka  ∆𝐴𝐾𝑋 dan  ∆𝐴𝐾𝐵 berkorespondensi SSS sehingga  

∆𝐴𝐾𝑋 ≅ ∆𝐴𝐾𝐵. Dengan cara yang sama diperoleh ∆𝐷𝐾𝑋 ≅ ∆𝐷𝐾𝑌 dan ∆𝐶𝐾𝑌 ≅ ∆𝐶𝐾𝐵.  

Karena ∆𝐴𝐾𝑋 ≅ ∆𝐴𝐾𝐵, DKYDKX   dan ∆𝐶𝐾𝑌 ≅ ∆𝐶𝐾𝐵 maka  𝐴𝐾, 𝐷𝐾 dan 𝐶𝐾 

adalah bisektor sudut 𝐴, D dan C. Sehingga  

          ∠𝐾𝐴𝑋 = ∠𝐾𝐴𝐵, ∠𝐾𝐷𝑋 = ∠𝐾𝐷𝑌  

dan 

        KCBKCY  . 

Apabila ditarik garis tegak lurus dari titik K  ke sisi-sisi AB, AD, CD dan BC sehingga 

berpotongan di titik  E, F, G dan H, maka diperoleh  AE=AF, DF=DG  dan CG=CH . 

Lihat gambar 2.1.20.      

          Karena   𝐴𝐾, 𝐷𝐾 dan 𝐶𝐾 masing-masing adalah bisektor sudut 𝐴, D dan C, maka 

diperoleh 

         ∠𝐾𝐴𝐸 = ∠𝐾𝐴𝐹, ∠𝐾𝐷𝐹 = ∠𝐾𝐷𝐺  dan  .KCHKCG   

Selain itu, karena  
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         AE=AF, ∠𝐾𝐴𝐸 = ∠𝐾𝐴𝐹 dan AKAK    

maka  ∆𝐾𝐴𝐸 dan ∆𝐴𝐾𝐵  berkorespondensi SAS sehingga  

KAFKAE  . Akibatnya KE=KF.  

 

gambar 2.1.20 

 

 

gambar 2.1.20 

 

           Dengan cara serupa, diperoleh ∆𝐾𝐷𝐹 ≅ ∆𝐾𝐷𝐺 dan KCHKCG   sehingga 

KF=KG dan KG=KH. Karena KE=KF=KG=KH,    Maka K mempunyai  jarak yang 

sama terhadap keempat sisi  segiempat sehingga dapat dilukis sebuah lingkaran yang 

menyinggung sisi AB, AD, CD dan AB.  Jadi, segiempat ABCD memuat sebuah lingkaran 

dalam dengan pusat 𝐾.  

 Kalau pada teoema 2.1.5 sudah dibuktikan bahwa jumlah jumlah sudut yang 

berhadapat pada segiempat siklik (tali busur) adalah 1800, berikut ini diberikan syarat 

perlu dan cukup untuk segiempat siklik tersebut. 

Teorema 2.1.8 Segiempat ABCD adalah Siklik jika dan hanya jika jumlah sudut yang 

berhadapan adalah  
0180 .   

Bukti.  Misalkan segiempat ABCD adalah Siklik.  Akan ditunjukkan bahwa 

        ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐷𝐶 = 1800.  
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Misalkan O titik pusat lingkaran dan misalkan pula B dan O berada pada sisi yang sama 

dari AC.  

maka,  

       ∠𝐴𝑂𝐶 = 2∠𝐴𝐵𝐶                   …(2.1.20) 

dan 

      ∠𝐴𝑂𝐶 = 3600 − 2∠𝐴𝐷𝐶.                …( 2.1.21 ) 

 

Gambar  2.1.22 

 

Dari persamaan ( 2.1.20 ) dan ( 2.1.21 )  maka diperoleh   

                    2∠𝐴𝐵𝐶 = 3600 − 2∠𝐴𝐷𝐶  

                         ∠𝐴𝐵𝐶 = 1800 − ∠𝐴𝐷𝐶 

       ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐷𝐶 = 1800.   

        Sebaliknya, misalkan ∠𝐴𝐵𝐶 +

∠𝐴𝐷𝐶 = 1800. Akan ditunjukkan 

bahwa segiempat ABCD adalah Siklik 

dengan menunjukkan kontradiksinya. 

Misalkan segiempat ABCD adalah 

Konveks .  Lukis sebuah lingkaran yang 

melalui titik A, B, dan  C. dan misalkan 

E adalah titik potong kedua antara 

lingkaran dengan perpanjangan garis 

BD.  Hubungkan garis AE dan CE.  

Lihat gambar 2.1.22. 

 

Gambar  2.1.22 
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 Andaikan 𝐷 ≠ 𝐸. maka jelas, ∠𝐴𝐷𝐵 > ∠𝐴𝐸𝐵 dan  ∠𝐶𝐷𝐵 > ∠𝐶𝐸𝐵. Akibatnya   

∠𝐴𝐷𝐶 > ∠𝐴𝐸𝐶. Tetapi, karena titik A, B, C dan E berada pada lingkaran maka 

segiempat  ABCE adalah Siklik sehingga
0180 AECABC . Karena ∠𝐴𝐵𝐶 +

∠𝐴𝐷𝐶 = 1800 maka berlaku AECADC  . Hal ini kontradiksi. Dengan demikian, 

pangandaian salah. Jadi, haruslah D = E. Sehingga dapat disimpulkan bahwa segiempat 

ABCD adalah Siklik.  Dengan cara yang serupa untuk kasus ∠𝐵𝐴𝐷 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 1800, 

juga diperoleh kesimpulan segiempat ABCD adalah Siklik.       

 

2.2. Lingkaran Luar Segi Tiga 

Pada sebarang segitiga ABC, banyak kesamaan dan ketaksamaan yang dapat dibentuk, 

juga dari masing-masing titik sudut segitiga ABC dapat dibentuk garis tinggi, garis bagi, 

dan garis berat. Selain itu dari titik tengah masing-masing sisi juga dapat dibentuk garis 

yang tegak dengan masing-masing sisi tersebut. Analislah konsep di bawah ini dan 

perhatikan hubungan antara satu dengan lainnya. 

Definisi 2.2.1. Pada sebarang segitiga ABC didefinisikan  

a. Centroid adalah titik potong ketiga garis berat yang berpotongan pada suatu titik.  

b. Orthocenter adalah titik potong ketiga garis tinggi yang berpotongan pada satu titik.  

c. Incenter (titik pusat lingkaran dalam) adalah titik potong ketiga garis bagi ketiga 

sudut yang berpotongan pada satu titik. 

d. Circumcenter (titik pusat lingkaran luar) adalah titik potong ketiga garis yang 

melalui median dan  tegak lurus  dengan masing-masing sisi.  

          

                   Gambar 2.2.1.a                          Gambar 2.2.11.b 
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Segitiga DEF disebut dengan segitiga Medial dari segitiga ABC. 

 

     Gambar 2.2.1.c.     gambar 2.2.1.d. 

Dari Incenter dan Circumcenter, dapat dibentuk lingkaran dalam dan lingkaran 

luar yang mana Incenter merupakan titik pusat lingkaran dalam dan Circumcenter 

merupakan titik pusat lingkaran luar (perhatikan gambar 2.2.2.a dan 5.2.2.b) 

 

 

 

 

Gambar 2.2.2.a 

 

Gambar 2.2.2b 

           Misalkan jari-jari lingkaran dalam adalah r dan jari-jari lingkaran luar adalah R. 

Selanjutnya misalkan panjang sisi di depan sudut A, B dan C masing-masing adalah a, b 

dan c. Selanjutnya akan ditentukan hubungan antara r dengan panjang sisi tersebut dan 

juga dengan luar daerah yang dibentuknya.   Begitu juga dengan R.   

          Perlu diperhatikan bentuk kesamaan dan ketaksamaan lain yang berlaku terhadap 

segitita tersebut. 
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Definisi 2.2.2. Lingkaran luar suatu segitiga ABC adalah lingkaran yang melalui ketiga 

titik sudut segitiga tersebut dan titik pusat dari lingkaran luar tersebut adalah 

circumcenter. 

 Pada lingkaran luar tersebut berlaku beberapa bentuk kesamaan, misalnya 

hubungan Jari-jari lingkaran luar dengan aturan sinus, Hubungan antara jari-jari 

lingkaran luar dengan perbadingan perkalian panjang sisi-sisi dengan Keliling Segitiga. 

Bentuk hubungan tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk teorema-teorema berikut : 

Teorema 2.2.1. Misalkan a, b dan c adalah panjang sisi pada Segitiga ABC, maka berlaku  

 R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin








           
(2.2.1) 

 

Gambar 2.2.3 

Bukti : Perhatikan gambar 

2.2.3. Dari titik A, buat garis 

tinggi, yaitu garis dari A yang 

tegak lurus dengan BC, maka 

diperoleh  

         AD = AB sin B = c sin B,  

sehingga diperoleh  

        Luas ABC = ½ ac sin B.  

Dengan cara yang sama akan 

diperoleh 

 

 Luas  ABC = ½ ab sin C 

Luas  ABC = ½ bc sin A 

Pada tingkat Sekolah Menengah Pertama sudah ditentukan bahwa besar A =  

BAC = ½  BOC. Selanjutnya jika dibuat garis yang tegak lurus dari titik pusat ke BC 

(lihat gambar 2.2.4), maka akan diperoleh. 

Besar  BOD = ½  BOC = A dan  
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panjang BD = ½ BC.  

Jadi           
R

BD
BOD sin    atau 

BD = R sin  BOD. Karena BOD =  A, 

 maka BD = R sin  A . Karena BC = 2 BD,  

 sehingga            BC = R sin  A . Sebut BC = a, 

 

                        Gambar 2.2.4 

maka 

R
A

a
2

sin


  

Dengan cara yang sama akan diperoleh 

R
B

b
2

sin



  dan R

C

c
2

sin



, 

dengan aturan sinus diperolehlah  

R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin








     
▼ 

 

 Berikut ini dijelaskan hubungan antara jari-jari lingkaran luar dengan perkalian 

panjang ketiga sisi-sisinya dibagi dengan kelipatan dari keliling lingkaran tersebut. 

Teorema 2.2.2. Misalkan a, b dan c adalah panjang sisi pada Segitiga ABC, maka 

berlaku 

  
L

abc
R

4
         (2.2.2) 

Bukti : Tulis rumus luas ABC = ½ bc sinA atau dapat ditulis dalam bentuk 

bc

L
Asin

2
 dengan L menyatakan luas ABC. Jika nilai sin A disubsitusikan pada 

persamaan R
A

a
2

sin



, maka akan diperoleh  
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L

abc
R

4
         ▼ 

  

Teorema 2.2.3. Misalkan a, b dan c adalah panjang sisi pada Segitiga ABC, maka 

berlaku       csbsa-s sL    

Bukti : Misalkan panjang sisi pada suatu  ABC masing-masing dinamakan a, b dan c 

dan luasnya dilambangkan dengan L serta s menyatakan setengah dari keliling segitiga 

yaitu atau  s = ½(a+b+c). Dengan menggunakan aturan cosinus dalam bentuk    

bc

acb
A

2
cos

222 
   

dan dengan menggunakan 

 AA  22 cos1sin , 

 maka diperoleh 

 

2
222

2

2
1













 


bc

acb
Asin  

                        






 








 


bc

acb

bc

acb

2
1

2
1

222222

 

    






 







 


bc

acbbc

bc

acbbc

2

2

2

2 222222

 

  
   













 












 


bc

cba

bc

acb

22

222

 

  
    

 2
2bc

cbacbaacbacb 
  

Perhatikan bahwa s= ½ (a+b+c), maka 

 a + b + c = 2s 

 b + c – a = (a + b + c) -2a = 2s – 2a = 2(s – a) 
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 a + b – c = 2(s – c) 

 a – b + c = 2(s – b) 

sehingga diperoleh 

 
     

 2
2

2

22

bc

bscsa-s2 2s
Asin


  

  
   

 2bc

bscsa-s 4s 
  

atau 

       
   

 2bc

bscsa-s 4s
Asin


     csbsa-s s

bc


2
                (2.2.3) 

Sehingga sekali lagi dengan menggunakan rumus luas segitiga 

 L = ½ bc sinA 

                csbs
bc

bc  a-s s
2

2

1
 

       csbsa-s s             (2.2.4) 

Yang merupakan rumus menghitung luas segitiga jika ketiga panjang sisinya diketahui. 

Dengan menggunakan persamaan (2.2.4), maka jari-jari lingkaran luar segitiga ABC juga 

dapat dinyatakan dalam bentuk 

     csbsa-s s

abc
R




4
    ▼ 

 Sebenarnya pola menentukan luas segitiga dengan menggunakan rumus L = ½ bc 

sinA = ½ ac sinB = ½ ab sinC memaksa pembaca untuk menyelesaikan persoalan 

dengan mengingat rumus dan begitu juga dengan rumus-rumus lainnya seperti yang di 

uraikan di atas. Justru yang lebih menarik adalah apakah memungkinkan menyelesaikan 

persoalan tersebut tanpa harus menghapal rumus-rumus tapi hanya menggunakan aturan 

atau rumusan yang sangat sederhana yang sudah begitu bersebati dengan para 

mahasiswa. Misalnya bagaimana menentukan luas segitiga tanpa menggunakan rumusan 
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di atas jika panjang ketiga sisinya diketahui. Untuk menyelesaikan persoalan tersebut 

pembaca dapat hanya dengan menggunakan aturan Pythagoras saja (aturan Pythagoras 

sudah bersebati dengan semua pembaca yang sudah tamat SMP). 

Teladan 2.2.1. Suatu segitiga dengan panjang sisi AB = 14 cm, BC = 15 cm dan AC = 13 

cm. Hitunglah luas segitiga tersebut 

Penyelesaian :  

Cara I. Dengan menggunakan s = ½ (a+b+c)  diperoleh s = 21. Kemudian dengan 

menggunakan rumus (2.4.1) diperoleh 

     csbsL  a-s s  

        1321142115-21 21   

     7056    = 84 cm2 

Catatan : sekali lagi cara I ini memaksa pembaca mengingat rumus, justru persoalan 

utamanya adalah bagaimana menyelesaikannya jika rumusnya lupa atau tidak mau 

menggunakan rumus. Untuk itu perhatikan penyelesaian cara II berikut. 

Cara II. 

Perhatikan gambar 2.2.5 di atas dan tarik garis tinggi dari titik C ke sisi AB. Sebut 

panjang sisi AD = x yang mana segitia ADC dan segitiga BDC siku-siku di D dan masing-

masing berlaku : 

CD2 = AC2 – AD2 

                            = 133 – x2 

dan  

  CD2 = BC2 – BD2 

                            = 152 – (14 x)2 

Dari kedua persamaan di atas diperoleh : 
 

Gambar 2.2.5. 
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                        132 – x2 =  152 – (14 – x)2 

                        132 – x2 = 152 – 142 + 28x – x2 

                        28x = 132 – 152 + 142 

                               = (13 – 15)(13 + 15) + 142 

                               = -2. 28 + (7 . 2)2 

                      28 x = -2. 28 + 72 . 22 

Dengan membagi kedua ruas dengan 28 diperoleh 

     x = -2 + 7 = 5 

Sehingga panjang CD dapat ditentukan yaitu 

   22 513 CD  

        813513   

      123.2.218 . 8 23   

Sehingga luas segitiga ABC adalah 

  L = ½ AB.CD 

      = ½. 14. 12  = 84 cm2 

Catatan : Proses perhitungan seperti di atas, sengaja dilakukan, karena itu juga suatu 

proses pembelajaran melakukan operasi perhitungan tanpa menggunakan alat hitung, tapi 

cukup dengan menyederhanakan bentuknya. 

 

 

 



Geometri Lanjut                                                                                                                            53  
 

Soal Latihan 2.  

1. Sebuah segitiga panjang sisi-sisinya 40 cm, 45 cm dan 67 cm. Tentukanlah Centroit, 

Orthocenter, Incenter, dan circum centernya. 

2. Seperti penyelesaian teladan I cara II, hitunglah luas segitiga ABC yang panjang 

sisinya AB = cm, BC = 14 cm dan AC = 20 cm.  

3. Diketahui ABC dengan AB = 21 cm, BC = 20 cm dan CA = 13 cm. Dari titik C 

ditarik garis CD sehingga AD = 14 cm. Hitunglah panjang CD 

4. Tunjukkan untuk sebarang ABC yang panjang sisi-sisinya dinyatakan a, b dan c,. 

dan bila r menyatakan panjang jari-jari lingkaran dalam,. Maka luasnya juga dapat 

dinyatakan dalam bentuk 

                  𝐿∆𝐴𝐵𝐶 =  
1

2
𝑎𝑟 +  

1

2
𝑏𝑟 + 

1

2
𝑐𝑟 = 𝑠𝑟 

5. Lihat gambar 2.2.10 dan tunjukkan bahwa KPQR = PA + PB + 2QR 

6. Perhatikan gambar disebelah, BB dan 

CC adalah garis bagi B dan C,  

Tunjukka  

i. jika B  =  C, maka BB = CC 

ii. Jika BB = CC apakah B  =  C. 

kalau benar buktikan dan kalau 

tidak benar berikan contoh 

penyangkal.  

7. Misalkan mb dan mc masing-masing menyatakan panjang garis berat dari titik B dan C 

ke sisi AC dan AB pada ABC. Jika panjang sisi AC = b dan sisi AB = c. Tunjukkan 

bahwa jika mb = mc  jika dan hanya jika b = c. 

8. Tunjukkan bahwa segiempat Circumscriptible adalah konveks. 

9. Dengan penjelasan yang sama dengan soal no 5 di atas, tunjukkan bahwa ABC 

adalah sama sisi jika dan hanya jika mb
 : mb

 : mb = a : b : c 

10. *). Dengan penjelasan yang sama dengan soal no 5 di atas, tunjukkan bahwa  
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          𝑚𝑎
2 + 𝑚𝑏

2 + 𝑚𝑐
2 =

3

4
(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)  

11. Jika panjang sisi-sisi suatu segitiga adalah 136, 170 dan 174, hitunglah panjang garis 

beratnya. 

12. Jika panjang sisi-sisi suatu segitiga adalah 136, 170 dan 174, hitunglah panjang garis 

bagi dan garis tingginya 

13. Bentuklah sebuah segitiga yang unik, yang mana panjang sisi-sisinya adalah b -1, b 

dan b + 1, kemudian hitunglah luasnya 

14. *) Jika garis AC merupakan diameter lingkaran dan melalui titik B pada lingkaran 

ditarik garis yang memotong lingkaran untuk kedua kalinya di D dan perpanjangan 

diameter AC di P. melalui A dan C masing-masing ditarik garis AE dan CF yang 

tegak lurus PD. 

a. Jika EB = 2 cm dan BD = 6 cm, carilah panjang DF 

b. Apakah DF = EF (jika benar buktikan). 

15. *). Titik A berada di luar lingkaran dan dari titik A dibuat garis singggung ke 

lingkaran dengan pusat O masing-masing  menyinggung lingkaran dititik B dan C. 

jika BD merupakan diameter lingkaran dan dibuat garis CE  BD, 

a. Hitunglah panjang sisi AB 

b. Buktikan bahwa  

                    
𝐴𝐵

√𝐵𝐸
=  𝐸𝐷 

16. Tunjukkan bahwa dalam suatu  ABC berlaku 

a. 
  

ab

bsa-s
 

2

C
 sin


  

b. 
 
ab

css
 

2

C
 cos


  

17. *) Diketahui ABC dengan AB = 96 cm, BC = 91 cm dan AC = 37 cm. Hitunglah 

panjang garis berat dari titik C dan titik B. 

18. *). Diberikan suatu ABC, Kontruksilah sebuah segitiga yang panjang sisinya sama 

dengan panjang garis berat ABC. 
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19. Diberikan segiempat ABCD, bentuklah APQ dengan titik P pada sisi BC, Q pada 

sisi CD sehingga APQ samasisi 

20. *)Diketahui ABC dengan A = 450 dan  B = 300, jika AC = 5 cm, hitunglah luas 

segitiga tersebut, dengan catatan menghitung panjang sisinyanya tidak boleh 

menggunakan aturan cosinus dan menghitung luasnya juga tidak boleh lansung 

dengan menggunakan rumus.  

21. Misalkan  ABC dengan jari-jari lingkaran luar adalah R. jika panjang sisinya 

masing-masing adalah a, b dan c. tunjukkan bahwa berlaku : 

                   2

)coscoscos( BcBbAaR
ABCL


  

22. *). Bisakah anda bentuk segitiga yang panjang sisinya 1 – x, 1 + x dan 1 + 2x, 

berapakah panjang x sehingga panjang garis tingginya adalah 1 satuan. Kemudian 

tunjukkan bahwa : 

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 =  √
3

16
(1 + 2𝑥)2(1 + 4𝑥) 

23. **) Diketahui ABC dengan panjang sisi AB = c cm, AC = b cm dan A = . 

a. Hitunglah panjang garis tinggi dari titik C 

b. Hitunglah Luas Segitiga ( LABC = ½ bc sin ) 

c. Hitunglah panjang garis berat dari titik C 

d. Tuliskanlah panjang sisi BC dinyatakan dalam b, c dan  ( rumus kosinus). 

24. **). Pada ABC, misalkan ma adalah panjang median (garis berat) dari titik titik A ke 

garis BC, tunjukkan bahwa : 

a. 𝑚𝑎
2 =  

1

4
(2𝑏2 +  2𝑐2 − 𝑎2) 

b. 𝑚𝑏
2 =  

1

4
(2𝑎2 +  2𝑐2 − 𝑏2) 

c. 𝑚𝑐
2 =  

1

4
(2𝑎2 +  2𝑏2 −  𝑐2) 

Catatan : soal di atas dikenal dengan nama Teorema Appollonius. 



Geometri Lanjut                                                                                                                            56  
 

21. **)Diketahui ABC dengan panjang dua buah sisinya adalah 20 cm dan 30 cm, Jika 

sudut yang diapitnya 1200. Hitunglah panjang sisi ke 3 dan luas segitiga tersebut. 

 

 

 

2.3. Lingkaran Dalam Suatu Segitiga 

Pada dasarnya konsep lingkaran dalam dan lingkaran luar serta lingkaran singgung luar 

sudah di bahas ti tingkat sekolah menengah. Akan tetapi di sini diberikan pengulangan 

konsep lingkaran dalam dan lingkaran luar tersebut,  dengan sedikit pendalaman, akan 

tetapi nanti pendalamannya untuk tingkat yang lebih tinggi dapat penulis ikuti dengan 

menyelesaikan soal-soal latihan yang diberikan. 

Definisi 2.3.1. Lingkaran dalam suatu segitiga adalah lingkaran yang menyinggung 

ketiga sisi lingkaran tersebut dan titik pusat dari lingkaran dalam tersebut adalah incenter.  

 Sama seperti pada lingkaran luar, jika diberikan sebarang segitiga ABC, maka 

rumus untuk menentukan luas segitiga ABC tetap berlaku aturan Luas  ABC = ½ bc sin 

A= ½ ac sin B = ½ ab sin C, sedangkan persoalan yang menarik adalah bagaimana 

menentukan jari-jari dari lingkaran dalamnya. Untuk itu perhatikan teorema berikut ini 

Teorema 2.3.1. Pada suatu segitiga ABC berlaku  

  A
2

1
 tan a - s  r 

 

 

                  Gambar 2.3.1 

Bukti : Misalkan Jari-jari 

lingkaran dalam pada segitiga 

ABC adalah r, dan panjang BC, 

AC dan AB berturut-turut adalah 

a, b dan c. ID tegak lurus dengan 

BC dan ID = r merupakan jari-

jari lingkaran dalam. Misalkan 

panjang AF = k, maka panjang 

BF = c – k.  Kemudian  
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panjang BD = Panjang BF = c- k. 

Karena  panjang AF = panjang AE = k,  

maka  

panjang CE = b – k.  

Selanjutnya  panjang CD = Panjang CE = b – k.  Dari itu dapat ditentukan bahwa  

panjang AF + panjang FB + panjang BD + panjang DC + panjang CE + panjang 

EA =  

panjang AB + panjang BC + panjang CA,  

yang menghasilkan 

 k + (c – k) + (c – k) + (b – k) + (b – k) + k = c + a + b. 

 2b + 2c – 2k = a + b + c 

          2b + 2c – a – b – c = 2k 

 b + c – a = 2k atau 2k = b + c – a. 

  acb
2

1
k            

             acba
2

1
k   

 ask               (2.3.1) 

Jadi  

     Panjang AF = panjang AE = s – a,          (2.3.2) 

dengan  cba
2

1
s   

Dengan cara yang sama dengan penurunan di atas diperoleh : 

     Panjang BF = panjang BD = s – b 

     Panjang CD = panjang CE = s – c 

 Untuk memudahkan penglihatan gambar pada penurunan rumus berikutnya, 

gambar 2.3.1 akan buat sisi A terletak pada sisi bagian bawah untuk itu perhatikan 

gambar 2.3.2.  

pada segitiga AIF, 

         panjang AF = s – a dan AFI = 900,  panjang IF = r,  



Geometri Lanjut                                                                                                                            58  
 

 

                 Gambar 2.3.2 

tinjaulah bahwa 

       A 
2

1
  BAC 

2

1
  IAF 

 

dan,   

AF  Panjang

IF  Panjang
IAF tan   

 maka  

                         a-s

r
A

2

1
 tan   

atau  

    A
2

1
 tan a - s  r 

          (2.3.3) 

Remaks 2.3.1. Dengan cara yang sama dengan teorema 2.4.1  diperoleh 

    B
2

1
 tan b - s  r 

          (2.3.4) 

    C
2

1
 tan c - s  r 

          (2.3.5) 

 Selain menggunakan kesamaan di atas, rumusan untuk mencari panjang jari-jari 

lingkaran dalam juga dapat diungkapkan dalam bentuk konklusi berikut ini 

Remaks 2.3.2. Jari-jari lingkaran dalam pada segitiga ABC dapat ditentukan dengan 

rumus berikut 

     c -  sb - s a - s s
s

1
  

s

L
  r 

        (2.3.6) 

Bukti : Pandang 

 Luas ABC = Luas AIB + Luas BIC + Luas CIA 

      br 
2

1
  ar

2

1
  cr 

2

1
  L    
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           c  b  a r 
2

1
   

         = rs 

atau 

                 c -  sb - s a - s s
s

1
  

s

L
  r 

      

Teladan 2.3.1 . Suatu segitiga dengan panjang sisi AB = c = 14 cm, BC = a = 15 cm dan 

AC = b = 13 cm. Berapakah panjang jari-jari lingkaran dalamnya 

Penyelesaian : Penyelesaiannya akan ditentukan dengan menggunakan rumus yaitu 

sebagai berikut : 

     21 14  13  15
2

1
  c  b  a  

2

1
 s   

Berdasarkan rumus luas maka diperoleh L = 84.  

Jadi  

 cm 
21

84
  

s

L
  r 4  

         Ingat bahwa jika nilai L belum diketahui (pada contoh di atas karena sudah dihitung 

pada teladan 5.1..1) maka perlu terlebih dahulu ditentukan nilai L, yang dapat ditentukan 

dengan L = ½ bc sinA atau rumus lain yang serupa. Jika ingin menggunakan rumus 

(2.3.6) tapi tidak ingin menghitung nilai L, juga dapat dilakukan dengan terlebih dahulu 

menghitung nilai s. Cara lain yang dapat dilakukan adalah dengan menggunakan rumus 

(2.3.3), (2.3.4) atau (2.3.5), akan tetapi cara ini kurang efisien karena kita terlebih dahulu 

mesti menentukan nilai A
2

1
 tan  atau B

2

1
 tan atau C

2

1
 tan  yang nilai sudut A atau sudut B 

atau sudut C dapat ditentukan dengan menggunakan aturan cosinus,  (untuk itu silakan 

coba cara ini sebagai latihan).  
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2.4. Lingkaran Singgung Suatu Segitiga 

Dalam berbagai buku teks, lingkaran singgung luar disebut dengan istilah lingkaran luar 

(excircles), karena kita sudah menggunakan istilah lingkaran luar untuk lingkaran yang 

titik pusatnya di circumcirle. Maka dalam buku ini akan digunakan istilah lingkaran 

singgung luar dari suatu segitiga ABC. Adapun yang dimaksud dengan lingkaran 

singgung luar tersebut adalah seperti Definisi 2.4.1. 

 Sangat perlu untuk pembaca cermati adalah konsep penentuan jari-jari  luas dari 

lingkaran singgung luar. Juga perlu di analisa hubungan antara jari-jari lingkaran 

singgung luar dengan jari-jari lingkaran dalam dan lingkaran luar serta keterkaitannya 

dengan panjang dari sisi-sisi segitiga tersebut.  Kalau jari-jari lingkaran dalam dan jari-

jari lingkaran luar hanya terkait dengan panjang sisi, sedangkan jari-jari lingkaran 

singgung luar sekaligus dengan panjang sisi dan besar sudut. Perhatikan gambar 2.4.1b, 

disitu Ra menyatakan jari-jari lingkaran luar yang menyinggung perpanjangan sisi AC, 

AB serta sisi BC (sisi a = BC), jadi untuk Ra pijakannya adalah titik A. Dibagian akhir 

juga akan diberikan penurunan rumus menentukan panjang jari-jari lingkaran singgung 

luar dengan keterkaitannya dengan luas dan tanpa menggunakan konsep sudut dari 

segitiga tersebut. 

Definisi 2.4.1. Lingkaran singgung pada suatu segitiga ABC adalah lingkaran yang 

menyinggung sebuat sisi segitiga dan perpanjangan dua sisi lainnya. 

 Ilustrasi dari Definisi 2.4.1 dapat dilihat pada gambar di bawah ini, yang mana 

gambar 2.4.1.a merupakan segi tiga asal dan gambar 2.4.1b merupakan segitiga pada 

gambar 2.4.1.a yang telah dilengkapi dengan lingkaran singgungnya.  

Lingkaran singgung yang menyinggung sisi BC pada segitiga ABC disebut 

lingkaran singggung pada sisi BC. Jadi lingkaran singgung pada suatu segitiga ABC 

sebenarnya ada 3 buah, yaitu lingkaran singgung yang menyinggung sisi AB (gambar 

2.4.2), lingkaran singgung yang menyinggung sisi BC (gambar 2.4.1.b) dan lingkaran 

singgung pada sisi AC (tidak dibuat gambarnya, karena kalau digambarkan gambarnya 

lingkarannya akan cukup besar).  
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                  Gambar 2.4.1.a                                            gambar 2.4.1.b  

 

Gambar 2.4.2 

 

  Persoalan berikutnya adalah sama seperti lingkaran dalam dan lingkaran luar, 

yaitu bagaimana menentukan panjang jari-jari dari lingkaran singgung tersebut. Disini 

akan diberikan perhitungan untuk menentukan panjang jari-jari lingkaran singgung pada 

sisi BC.  

Teorema 2.4.1. Misalkan ABC suatu segitiga sembarang, maka panjang jari-jari 

lingkarang singgung pada sisi BC adalah  

   A 
2

1
 tan  sRa               (2.4.1)  

Bukti : Misalkan Ra menyatakan panjang jari-jari lingkaran singgung pada sisi BC pada 

gambar 2.4.3, perhatikan bahwa AOD kongruen dengan AOE. Sehingga BOD 

kongruen dengan BOF dan COE kongruen dengan COF. Kondisi ini menyebabkan 
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Panjang AD = panjang AE.  

dan  

Panjang BD = panjang BF, Serta panjang CE = Panjang CF. 

 Misalkan, panjang BC, panjanang AC dan panjang AB berturut-turut adalah a,b dan c 

kemudian  

             c  b  a 
2

1
    s  , 

 serta  

panjang BF = panjang BD = x.  

 

Gambar 2.4.3 

 

Oleh karena itu  

panjang CF = panjang BC – Panjang BF = a – x.  

dengan demikian juga 

 panjang CF = panjang CE = a – x. 

Karena  

panjang AD = panjang AE, 

maka 

 panjang AB + panjang BD = panjang AC + panjang CE 

jadi 

 c + x = b + a – x 

 2x = b + a – c 
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  c - b  a
2

1
  x   

Dengan demikian 

 Panjang AD = panjang AB + panjang BD 

         c - b  a
2

1
   c           

          sc  b  a
2

1
    

Selanjutnya pada  AOD,  

panjang AD = s dan ADO = 900  dan BAC  
2

1
  OAD      

sehingga  

 A
2

1
 tanBAC 

2

1
 tan  OAD  tan    

Jika jari-jari lingkaran singgung pada sisi BC tersebut dinotasikan dengan Ra maka 

diperoleh 

 
AD  panjang

OD  panjang
  OAD  tan   

               s

R
  A 

2

1
tan a  

Jadi 

    A 
2

1
tan  sRa           ▼ 

Remaks 2.4.1. Dengan cara yang sama dengan penurunan bukti pada teorema 2.4.1 di 

atas akan dapat ditunjukkan bahwa 

1. Panjang jari-jari lingkaran singgung pada sisi AC adalah  B 
2

1
tan  sRb   

2. Panjang jari-jari lingkaran singgung pada sisi AB adalah  C 
2

1
tan  sRc   

Berikut ini diberikan alternatif untuk menghitung panjang jari-jari lingkaran 

singgung pada sisi BC yang dihubungkaitkan dengan luas segitiga ABC. 



Geometri Lanjut                                                                                                                            64  
 

Teorema 2.4.2. Misalkan ABC suatu segitiga sembarang, maka panjang jari-jari 

lingkarang singgung pada sisi BC adalah 

  
a- s

L
 Rc                (2.4.2) 

Bukti : Perhatikan kembali gambar 2.4.3,  

Luas  ABOC = Luas  ABO + luas  ACO 

  OC AC
2

1
  OD  AB

2

1
  

   aa R b 
2

1
  R c 

2

1
              (2.4.3) 

 maka 

 Luas  ABOC = Luas  ABC + luas  BCO 

   OF  BC 
2

1
  L   

                          aR a 
2

1
  L                    (2.4.4) 

Dari persamaan (2.4.3) dan (2.4.4) diperoleh 

 aaa R a 
2

1
  L  R b 

2

1
  R c 

2

1
  

   L R a 
2

1
  - R b 

2

1
  R c 

2

1
aaa   

 L    a 
2

1
  -  b 

2

1
   c 

2

1
  Ra 








  

   L    a   -  b    c 
2

1
 Ra 








  

   L   a -  c b  a 
2

1
 Ra 








  

   L   a - s Ra   

 
a - s

L
  Ra 

        
▼ 
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Remaks 2.4.2. Dengan cara yang sama akan diperoleh : 

a. Panjang jari-jari lingkaran singgung pada sisi AC adalah 
b - s

L
  Rb   

b. Panjang jari-jari lingkaran singgung pada sisi AB adalah  
c - s

L
  Rc   

 

 

 

 

 

 

Soal Latihan 3.  

1. Sebuah segitiga panjang sisi-sisinya 40 cm, 45 cm dan 67 cm. Tentukanlah  

a. Panjang jari-jari lingkaran dalamnya 

b. Panjang jari-jari lingkaran luarnya 

2. Bilakah Jari-jari lingkaran luar suatu segitiga adalah 2 kali jari-jari lingkaran dalam. 

3. Berikan contoh kasus bahwa jari-jari lingkaran luar dari suatu segitiga berada di luar 

segitiga tersebut. 

4. Sebuah segitiga dengan ukuran yang sama seperti soal no 1, Hitunglah panjang ketiga 

jari-jari lingkaran singgung luarnya. 

5. Untuk segitiga samakaki, berapakah berbandingan Ra : Rb : Rc  

6. Sebuah segitiga dengan ukuran seperti soal no 1 tentukanlah perbandingan luas 

lingkaran dalam dan luas lingkaran singgung pada sisi AC. 

7. Pada ABC, dibuat titik P pada sisi BC, sebut I adalah titik pusat lingkaran dalamnya, 

dan tentukan posisi titik Q pada AB sehingga BQ = BP. Tunjukkan bahwa IP = IQ. 

8. Jika I titik pusat lingkaran dalam pada ABC, jika A = 600 kemudian garis garis 

bagi dari sudut B dan C masing-masing memotong AC dan AB di titik E dan F. 

Tunjukkan bahwa IE = IF. 

9. Tunjukkan pula bahwa ra,rb.rc = r2s. denan s = ½ (a + b + c)  



Geometri Lanjut                                                                                                                            66  
 

10. Perhatikan ABC pada gambar 

disebelah dengan lingkaran 

dalamnya. Jika D titik tengah dari 

BC dan AI = ID dan ABC siku-

siku di A, tunjukkan bahwa salah 

satu dari B atau C adalah 300. 
 

 

11. Jika pada  ABC, jari-jari lingkaran dalam dan jari-jari lingkaran luar adalah r dan R. 

Tunjukkan bahwa  

 

 

12. Perhatikan gambar disebelah 

kemudian tunjukkan bahwa ketiga 

lingkaran kecil mempunyai jari-jari 

yang sama.  

 

 

13. Jika P sebarang titik pada lingkaran luar segitiga ABC, tunjukkan bahwa garis 

simsonnya merupakan bisektor dari sisi PH dengan H adalah Orthocenter dari 

segitiga ABC. 

14. Jika IA. IB dan IC masing-masing menyatakan titik pusat lingkaran singgung luar dari 

titik A, B dan C (untuk untuk titik pusat lingkaran singgung luar dari titik A seperti 

pada Gambar di bawah). Tunjukkan bahwa jari-jari lingkaran luar IAIBIC adalah 2R 

dengan R jari-jari lingkaran luar ABC.  

222
4

C
 .sin

B
.sin

A
 sinRr 
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15. Tunjukkanlah bahwa luas IAIBIC adalah 
𝑎𝑏𝑐

3𝑟
 dengan r jari-jari lingkaran dalam ABC 

yang sisi-sisinya adalah a, b dan c. 

 

 

16. *). Jika r jari-jari lingkaran dalam ABC, tunjukkan bawah 

                           
𝑟

𝑟𝑎
= 𝑡𝑔 (

1

2
𝐵) =  𝑡𝑔

1

2
𝐶. 

17. *). Untuk sebarang segitiga, tunjukkan bahwah 

                            
1

𝑟𝑎
+

1

𝑟𝑏
+ 

1

𝑟𝑐
=  

1

𝑟
 

18. ABC di sebelah, siku-

siku di C,  jika I adalah 

titik pusat lingkaran 

dalam, buat garis melalui I 

sejajar dengan AB yang 

memotong AC di X dan 

memotong BC di Y, 

berapakah perbandingan 

AC dengan BC. 
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19. Jika panjang garis tinggi suatu segitiga masing-masing adalah 12, 15 dan 20, 

berapakah luas segitiga tersebut. 

20. Sebuah segitiga ABC dengan ukuran seperti soal no 2 tentukanlah 

a. Luas lingkaran singgung terkecil 

b. Luas lingkaran singgung terbesar 

21. *). Misalkan D, E dan F adalah tiga buah titik yang berada pada sisi BC. CA dan AB 

pada segitiga ABC. Tunjukkan bahwa lingkaran luar dari segitiga AEF, BDF dan  

CDE berpotongan di suatu titik (titik tersebut dinamakan dengan  titik Miquel)  

22. *). Buktikan secara lansung Remark 5.3.2 yaitu  dengan memisalkan AY = AZ = s –a, 

BX = BZ = s – b dan CX = CY = s – cm dengan s = ½ (a + b + c), tunjukkan bahwa 

𝑟 =  
𝐿∆𝐴𝐵𝐶

𝑠
. 
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 LINGKARAN  II 

Dalam kehidupan, kita akan banyak sekali menjumpai ataupun terlibat dalam 

masalah lingkaran,  kalau dalam suatu pipa besar akan dimuat untuk mengalirkan minyak 

dari tempat pengeboran ke kilang produksi. Jika didalam pipa tersebut juga mesti dibuat 

pipa kecil sedangkan diantara pipa kecil dan pipa bersar tersebut mesti dibuat wadah 

dalam bentuk segitiga yang digunakan untuk pemanasan agar minyak tadi tidak 

membeku, persoalannya adalah berapa ukuran pipa besar dan pipa kecil yang mesti kita 

buat supaya hasilnya maksimal. 

 

 

 

BAB 

3 
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 LINGKARAN  II 

 

3.1. Teorema Carnot’s 

Sebelum memuktikan teorema Carnot’s terlebih dahulu diperkenalkan jarak bertanda dari 

suatu titik ke suatu sisi. Jika diberikan suatu segitiga ABC sebarang, maka setiap sisi dari 

segitiga tersebut akan membagi bidang tersebut menjadi 2 bahagian. Maka jarak suatu 

titik ke suatu garis jika titik dan garis tersebut berada pada bidang yang berda. Perlu 

diperhatikan bahwa garis yang membagi daerah menjadi dua bidang tersebut 

dimungkinkan oleh masing-masing sisi dari segitiga tersebut. Untuk itu perhatikan 

gambar 3.1.1 berikut : 

           Perhatikan gambar 3.1.1, maka jarak P ke garis AB dan BC diberi nilai Positip 

(karena titik P dan garis AB maupun garis BC tidak berada pada bidang yang sama) yaitu 

dipisahkan oleh garis AC.  Jarak dari titik P ke garis AC diberi nilai negatip karena 

berada pada bidang yang sama. Secara khusus jarak bertanda ini akan digunakan pada 

ketaksamaan Erdos-Mordell, namun juga dapat digunakan untuk pembuktian teorema 

Carnot’s 1 jika titik P berada di luar segitiga. 

BAB 

3 
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              Gambar 3.1.1 

Misalkan ABC sebarang segitiga dan 

ambil titik P sebarang di dalam segitiga 

ABC, kemudian dari titik P buat garis 

yang tegak lurus ke ketiga sisi segitiga 

ABC, Misalkan titik potongnya adalah 

masing masing, D, E dan F, maka 

teorema Carnot’s yang pertama 

merupakan jumlah kuadrat sisi-sisi AD2 

– BD2 + BE2 – CE2 + CF2 – AF2.   

             

                Bentuk kedua merupakan kesamaan jumlah jari lingkaran luar ditambah jari-

jari lingkaran dalam terhadap panjang dari titik pusat lingkaran luar ke ketiga sisi segitiga 

ABC, yang mana garis dari titik pusat ke masing-masing sisi adalah tegakluru. Bentuk 

pertama dari teorema Carnot,s adalah sebagai berikut 

Teorema 3.1.1. (Teorema Carnot I).   

Misalkan ABC adalah sebarang segitiga, Jika dari titik P dibuat garis yang tegak lurus 

terhadap ketiga sisi segitiga, katakan titik potongnya masing-masing terhadap sumbu BC, 

AC dan AB adalah D, E dan F, maka garis AD, BE dan CF adalah kongkuren jika dan 

hanya jika 

 AF2 - FB2 + BD2 - DC2 + CE2 - EA2 = 0.    (3.1.1) 

Bukti :  Buat sebarang segitiga dan ambil sebarang titik P dalam segitiga tersebut, 

Kemudian dari Titik P buat garis yang tegak lurus ke sisi BC, CA dan AB, katakana 

masing-masing titik potongnya masing-masing adalah D, E dan F (perhatikan gambar 

3.1.2a). Dengan menggunakan Teorema Pythagoras diperoleh : 
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             Gambar 3.1.2a 

AE2 + EP2 = AP2 

-BF2 - FP2 = -BP2 

BD2 + DP2= BP2 

-CD2 - DP2 = -CP2 

CE2 + PE2 = CP2 

-AF2 - PF2 = -AP2 

Dengan menjumlahkan ke enam persamaan di atas diperoleh 

 AF2 - FB2 + BD2 - DC2 + CE2 - EA2 = 0.  

. Untuk membuktikan sebaliknya misalkan persamaan (3.1.1) , misalkan P titik potong 

dari AD dan BE, kemudian buat garis dari titik P yang tegak lurus ke sisi AB, tapi katakan 

titik potongnya di AB adalah Q, maka berlaku 

 AQ2 - BQ2 + BD2 - CD2 + CF2 - AF2 = 0 

Sehingga 

 AQ2 - BQ2 = AF2 - FB2 

Dan ini hanya mungkin berlaku jika F = Q.  

 Keberlakuan F = Q  juga dapat ditunjukkan dengan memisalkan BQ = x, AB = c, 

sehingga AQ = c – x, dan 

  AQ2 – BQ2 = (c –x)2 – x2 = c2 – 2cx 

 Jika disebut f(x) = c2 –2cx, yaitu suatu fungsi linear dari x, maka f(x) jelas merupakan 

fungsi yang injektif, artinya f(x) akan memberikan nilai yang sama untuk dua nilai f(x) 

yang sama. Jadi mestilah F = Q. 

 Teorema Carnot’s II, merupakan hubungan jari-jari lingkaran luar ditambah jari-

jari lingkaran dalam dibandingkan dengan panjang bertanda sisi-sisi dari titik pusat ke 

sisi AB ditambah jarak titik pusat ke sisi BC ditambah panjang sisi dari titik pusat ke sisi 
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AC. Untuk menambah wawasan cara pembuktian, teorema carnot’s II ini akan dibuktikan 

dengan menggunakan konsep luas daerah. 

Teorema 3.1.2. (Teorema Carnot II).  

Pada sebarang segitiga ABC misalkan P adalah titik pusat lingkaran luar, dan P adalah 

sebarang titik dalam segitiga ABC, Jika dari titik P dibuat garis yang tegak lurus terhadap 

ketiga sisi segitiga, katakan titik potongnya masing-masing terhadap sumbu BC, AC dan 

AB adalah D, E dan F, maka berlaku. Jika R dan r, masing-masing menyatakan jari-jari 

lingkaran luar dan lngkaran dalam, maka berlaku : 

  OD + OE + OF = R + r.       (3.1.2) 

Bukti :   Perhatikan gambar berikut 

 

Gambar 3.1.3a 

Misalkan L menyatakan luas segitiga ABC, maka berdasarkan Remaks 6.1.2 diperoleh  

 rs = L 

 r(a + b + c) = 2 L 

Misalkan O titik pusat lingkaran luar, maka berlaku 

 Luas OAB + Luas OBC + Luas OAC = Luas ABC 

Maka  

 r(a + b + c) = 







 OECA ODBC OFAB

2

1

2

1

2

1
2

 

                               OECA ODBC OFAB                                    
(3.1.3) 
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Karena O adalah titik pusat lingkaran luar, maka segitiga AOB, BOC dan COA 

merupakan segitiga samakaki serta AOB = 2 C,  BOC = 2 A dan  AOC = 2 B. 

 

             Gambar 3.1.3b 

Dari gambar 3.1.3a diperoleh 

    
OCD sin

OD

 sin

R


90
 

Berdasarkan uraian di atas 

mengakibatkan 

     
A) - ( sin

OD

1

R

90
  

bABh sin

OD

1

R
  

yang ekivalen dengan  

  
R

OD
ABh sin b   

Dengan memperhatikan  ABhb juga akan diperoleh  

  
c

Ah
ABh sin b

b   

Jadi 

  
c

Ah

R

OD b       (3.1.3a) 

Dilain pihak pada gambar 3.1.3b dengan memperhatikan kesebangunan dari ABhb 

dengan AChc diperoleh 

  b

Ah

c

Ah cb        (3.1.3b) 

Dari persamaan (6.1.3a) dan persamaan (6.1.3b) diperoleh 

  R

OD

b

Ah

c

Ah cb   

yang mengakibatkan  

  OD(b + c) = R(Ahb + Ahc). 

Dengan cara yang sama akan diperoleh 

  OE(a + c) = R(Bha + Bhc) 
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  OF(a + b) = R(Cha + Chb) 

Jumlahkan ketiga persamaan maka akan diperoleh 

     OD(b + c) + OE(a + c) + OF(a + b) = R(Ahb + Ahc) + R(Bha + Bhc)+ R(Cha + Chb) 

  OD(b + c) + OE(a + c) + OF(a + b) = R(a + b + c)  (3.1.3c) 

Dengan menjumlahkan persamaan (3.1.3) dengan persamaan (3.1.3c) kemudian dengan 

membagi dengan (a+ b + c),  maka akan diperoleh 

 OD + OE + OF = R + r.      ▼ 

 

3.2. Teorema Centroid dan Teorema Euler 

Pada bagian ini akan diperkenalkan tentang teorema Centroid, akan tetapi bukti dari 

teorema tersebut akan diberikan pada bab selanjutnya.  Teorema tersebut dimasukkan 

disini hanya untuk kegunaan pada pembahasan berikutnya.  Berikutnya akan dibahas 

teorema Euler  yaitu tentang jarang dari titik pusat lingkaran dalam dan lingkaran luar 

dari suatu segitiga.  Yang mana jaraknya dibandingkan dengan nilai dari jari-jari 

lingkaran dalam dan jari-jari lingkaran luarnya. 

 Kebanyakan buku membuktikan teorema Centroid dengan menggunakan teorema 

Ceva, akan tetapi karena teorema ceva bari akan dibahas pada bab 6, maka untuk 

membuktikan teorema centroid ini, maka proses pembuktiannya akan digunakan konsep 

luas dan kesebangunan, sedangkan pada bab 7 juga akan dibahas teorema centroid ini 

akan tetapi buktinya juga akan digunakan konsep luas dengan cara lain dan sebagai 

latihan diminta untuk mengerjakannya dengan menggunakan teorema ceva. 

Teorema 3.2.1 (Teorema Centroid) 

Jika D, E dan F masing-masing adalah titik tengah dari sisi BC, CA dan AB pada suatu 

setigita ABC, maka AD, BE dan CF congcurent di titik G serta  

  2
GF

CG

GE

BG

GD

AG
      (3.2.1) 
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                 Gambar 3.2.1.  

Bukti : Perhatikan gambar 3.2.1, 

Hubungka titik F dan E, jelas BC // 

FE, karena E dan F adalah titik tengah 

AC dan AB, maka BC :  FE = 2 : 1. 

Selanjutnya dari BMC  EMF, 

diperoleh  

               
𝐵𝑀

𝑀𝐸
=

𝐶𝑀

𝑀𝐹
=  

𝐵𝐶

𝐹𝐸
=  

2

1
 

dengan cara yang sama juga dapat 

ditunjukkan bahwa  

                 
𝐴𝑀

𝑀𝐷
=  

2

1
 

 

Misalkan koordinat titik A, B dan C masing-masing adalah (x1,y1), (x2,y2) dan 

(x3,y3), jika G merupakan centroid dari  ABC, maka dapat ditentukan koordinat titik 

centroid tersebut yaitu 

 






 


3

y
,

3

x
 G 321321 yyxx

 

Koordinat centroid tersebut sebenarnya merupakan akibat lansung dari teorema centroit, 

yang secara umum dapat dinyatakan sebagai berikut. 

Corollalry 3.2.1. Jika G centroid dari segitiga ABC, maka berlaku : 

  C  B  A G 
3

1

 

Bukti : Perhatikan kembali gambar 3.1.4 di atas, jika D, E dan F masing-masing 

merupakan titik tengah dari BC, AC dan AB, maka berlaku  C  B D 
2

1
,  C  A E 

2

1
 

dan   B  A F 
2

1
  juga F  C E  B  D  A G

3

2

3

1

3

2

3

1

3

2

3

1
 ,  sehingga 

  C  B  A G 
3

1

        
 
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Teorema 3.2.2.  (Teorema Euler- Formula Euler Untuk OI) 

Misalkan O dan I masing-masing titik pusat lingkaran luar dan lingkaran dalam dari 

segitiga ABC, dengan R Jari-jari lingkaran dalam dan r jari-jari lingkaran luar maka 

berlaku 

   OI2 =  R2 – 2Rr.  

Bukti : Perhatikan gambar 3.2.2, buat 

garis dari titik A melalui I dan 

memotong lingkaran dititik Q juga 

melalui titik I buat garis yang tegak 

lurus ke sisi AC dan katakana titik P. 

jadi IP  = r dan OA = OB = OC = R. 

maka berlaku 

            CBQ = ½ A 

Selanjutnya akan diperoleh 

          QBI = QIB dan QB = IQ. 

Karena nilai mutlak dari nilai kuasa 

dari titik I terhadap lingkaran luar 

segitiga ABC adalah 

     𝑅2 −   (OI)2 =  𝐼𝐴. 𝑄𝐼 = 𝐼𝐴. 𝑄𝐵 

              =
𝑟

sin
𝐴
2

. 2𝑅 sin
𝐴

2
= 2𝑅𝑟 

Jadi OI2 = R2 – 2Rr. 

 

Gambar 3.2.2 

Akibat 3.2.3. Misalkan R dan r adalah jari-jari lingkaran luar dan lingkaran dalam dari 

sgitiga ABC, maka R  2r.  dan tanda kesamaan berlaku bila ABC merupakan segitiga 

samasisi. 

Bukti : karena OI2   0, maka dari teoema 6.2.2 diperoleh R  2r. 
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Soal Latihan 4. 

1. Jika titik P berada di luar ABC, Periksalah apakah teorema Carnot I berlaku 

2. Buatlah gambar segitiga tumpul, kemudian periksalah apakah teorema Carnot II 

berlaku. 

3. Apakah yang terjadi untuk teorema centroid, jika G segitiga sama kaki atau segitiga 

samasisi. 

4. Misalkan PP menyatakan diameter dari lingkaran luar segitiga ABC. Tunjukkan 

bahwa garis simson pada P dan P berpotongan dengan lingkaran dengan Sembilan 

titik dari segitiga ABC dan membentuk sudut siku. 

5. Jika titik P terletak diluar lingkaran kemudian dibuat garis PA dan PB yang 

menyinggung lingkaran masing-masing di A dan B. Dari titi Q dibusur besar (atau 

busur kecil) AB, ditarik garis yang tegak lurus AB, PA dan PB. Buktikan bahwa 

panjang garis yang tegak lurus ke AB adalah rata-rata geometri panjang dua garis 

tegak lurus lainnya.  

6. Diketahui ABC dengan AB = 8 cm, BC = 7 cm dan CA = 6 cm. Titik D terletah pada 

perpanjangan AC sehingga CD = 12. Hitunglah panjang sisi BD. 

7. Tentukanlah luas segi-empat terluas yang termuat dalam lingkaran luar segitga ABC 

sama sisi yang panjang sisinya 12 

8. Misalkan H orthocenter dari ABC,  tunjukkan bahwa garis euler dari ABC, HBC, 

HCA dan HAB adalah segaris.  

9. Misalkan G centroid dari  ABC, buatlah sebuah garis melalui G yang memotong AB 

dan AC masing-masing di titik M dan N, buktikan bahwa  

1
NA

CN

MA

BM
 

10. Misalkan O adalah titik pusat lingkaran luar ABC, sedangkan D, E dan F masing-

masing adalah proyeksi titik Tunjukkan bahwa orthocenter dari DEF adalah juga 

circumcenter O dari ABC. 
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11. Pada gambar disebelah, AF = FC dan PE = EC,  

a. Tunjukkan bahwa FPA samakaki 

b. Tunjukkan bahwa AB + BE = EC. 

 

12. Sebuah lingkaran dengan titik 

pusat O, titik E, O, B, D adalah 

segaris dan juga titik X, A, F, C 

(seperti gambar disebelah),  

Garis XC dan FD masing-

masing menyinggung lingkaran 

di titik A dan D, tunjukkan 

bahwa  

a. AD bisector BAC 

b. AE bisector BAX 

 

 

13. *) Sisi-sisi sejajar suatu trapesium panjangnya adalah 40 cm dan 16 cm. jika panjang 

kaki-kakinya adalah 24 cm dan 30 cm. Hitunglah panjang diagonalnya. 

14. **) diketahui ABC siku-siku di A. Buktikan bahwa 

a. BC > AB atau BC > AC 

b. (BC)3 > (AB)3 + (AC)3 

c. (BC)4 > (AB)4 + (AC)4 atau (BC)4 < (AB)4 + (AC)4 ,   (hanya salah satu yang 

benar). 

15. Dengan kasus yang sama seperti soal nomor 14 di atas, tunjukkan juga bahwa centroid 

dari DEF juga centroid dari ABC. 



Geometri Lanjut                                                                                                                            80  
 

16. Berikut ini sebenarnya sebuah teorema yang 

sering disebut dengan teorema Van 

Schooten’s. yaitu misalkan ABC sama sisi. 

Misalkan pula M suatu titik pada  busur BC 

dari lingkaran luarnya. Tunjukkan bawha  

                           AM = BM + CM 

 

Pentunjuk : kontruksi titik D sehingga AM 

= DM dan kemudian tunjukkan ABM  

ACD. 
 

17. **). Pada gambar disebelah titik A, B dan C berada pada lingkaran, garis singgung 

yang melalui titik A berpotongan dengan CB di titik D. Garis singgung dari titik B 

berpotongan dengan CA di titik E dan garis singgung dari titik C berpotongan dengan 

BA di titik F. Tunjukkan bahwa D, E dan F adalah segaris 

    Pentunjuk : tunjukkan ACD  BADdan    

     tunjukkan juga 

2











AC

AB

DC

DB
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3.3. Segi-empat Siklik 

Pada bagian ini akan diperkenalkan tentang segi-empat siklik, yang dalam berbagai buku 

teks sering disebut dengan segi-empat tali busur. Pada sub bab sebelumnya telah 

diperkenalkan segiempat siklik tersebut, namum pada bagian ini pembahasan segi-empat 

siklik tidak begitu mendalam, karena akan dibahas juga pada bagian lain. Pada bagian 

sebelumnya telah disebutkan bahwa empat buah titik dikatakan siklik jika keempat 

titiknya berada pada sebuah lingkaran. 

 Salahsatu teorema yang paling terkenal tentang segi-empat siklik ini adalah apa 

yang dikenal dengan teorema Euclide’s yang bercerita tentang eksistensi atau syarat perlu 

dan cukup untuk empat buah titik yang siklik 

Teorema 3.3.1. Misalkan A, B, C dan D empat buah titik pada suatu bidang sehingga AB 

dan CD berpotongan dititik P. maka A, B,  C dan D adalah konsiklik jika dan hanya jika 

  PA .PB = PC . PD. 

Bukti :  Perhatikan gambar di bawah ini, maka dengan menunjukkan kesebangunan dari  

APC dengan DBC, maka akan diperoleh 

  PA ..PB = PC . PD. 

 

                            Gambar 3.3.1a                       Gambar 3.3.1b 

 

Definisi 3.3.1. Misalkan O titik pusat suatu lingkaran dan R adalah jari-jari dari lingkaran 

tersebut, maka kuasa titik  P terhadap lingkaran tersebut didefinisikan OP2 – R2. 
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                       Gambar 3.3.2a                                                  gambar 3.3.2b 

 

 Posisi dari titik P terhadap lingkaran tersebut dapat terjadi dalam tiga kondisi 

yaitu, P berada pada lingkaran, maka jelas kuasanya sama dengan nol. Akan tetapi bila 

titik P berada diluar lingkaran, maka kuasa titik P terhadap lingkaran tersebut tidak lain 

adalah panjang garis singgung dari P ke lingkaran. Jika kita buat garis dari P yang 

memotong lingkaran dititik A dan B (seperti gambar 3.3.2a), jika kita misalkan K(P)2 

adalah kuasa dari titik P terhadap lingkaran, maka untuk titik P yang berada diluar 

lingkaran akan berlaku 

 K(P)2 = PT2 = OP2 – R2 

                      = PA.PB. 

        Sedangkan bila titik P berada dalam lingkaran, misalkan XY adalah diameter 

lingkaran yang melalui O dan P (senantiasa bisa dibuat), kemudian dibuat garis melalui 

titik P yang memotong lingkaran dititik A dan B (perhatikan gambar 3.3.1b) selanjutnya 

melalui titik P juga buat garis yang tegak lurus dengan diameter tersebut dan memotong 

lingkaran dititik Z maka berlaku : 

 K(P)2 = OP2 – R2 = - (PZ)2 

                      =  - PX. PY = - PA. PB 

 Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa bila titik P berada diluar lingkaran, 

maka nilai dari K(P)2 adalah positip dan bila berada pada lingkaran maka K(P)2 = 0 serta 

bila P berada didalam lingkaran maka nilai K(P)2 adalah negatip.  
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Teladan 3.3.1 : ABCD adalah suatu 

jajaran genjang, dibuat sebuah 

lingkaran yang melalui titik A dan 

memotong sisi AB, AD dan AC seperti 

gambar disebelah, tunjukkan bahwa 

berlaku 

APAB  + ARAD = AQAC 
 

gambar 3.3.3 

Penyelesaian : Gunakan teorema Ptolemy untu segi-empat APQR, maka diperoleh 

     AP× RQ + AR× PQ = AQ× RP  

Kalikan persamaan di atas dengan AB/RQ, maka diperoleh 

     AP× AB + AR×CB = AQ× AC 

Kemudian ganti CB dengan AD,  maka diperoleh 

    AP× AB + AR×AD = AQ× AC 

Teladan 3.3.2 : Diketahui garis AB dan AC menyinggung lingkaran dengan berpusat di O 

masing-masing di B dan C. Garis CE tegak lurus diameter BD. Buktikan bahwa 

                           
𝐵𝐸

𝐶𝐸
=  

𝐴𝐵

𝐵𝑂
 

Penyelesaian :  Perhadikan BCE dan ABO (gambar 3.3.3a) , kemudian tarik garis AO 

dan BC (gambar  3.3.3b). yang mana dengan OA dan BC berpotongan di titik P. 

Perhatikan bahwa 

   AB = OC 

   AO = AO 

   ABO = ACO = 902. 

Maka AOB = AOC, akibatnya AB = AC dan BAO = OAC, karena AP = AP, maka 

APB kongruen dengan segitiga APC. Jadi P = 900.  

Dalam AOB, garis BP adalah garis tinggi, maka BAO = CBE dan OAB = BEC, 

yang mengakibatkan AOB  BCE.. Jadi 
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𝐴𝐵

𝐵𝑂
= 𝑡𝑔𝐴𝑂𝐵 = 𝑡𝑔 𝐵𝐶𝐸 =  

𝐵𝐸

𝐶𝐸
  

 

                                  Gambar  3.3.3a    gambar 3.3.3b 

Teladan 3.3.3 : Diketahui sebuah lingkaran dan titik P diluar lingkaran dan titik T pada 

lingkaran. Dua buah garis singgung dari titik P menyinggung lingkaran, masing-masing 

di titik A dan B. Kemudian dibuat garis singgung melalui T yang memotong garis PA dan 

PB masing-masing di titik Q dan R. Hitunglah luas PQR.  

Penyelesaian : Dari premis yang diberikan maka ada beberapa kemungkinan untuk posisi 

titik T dan P. Untuk kasus pertama misalkan posisi titik T dan P adalah seperti gambar 

3.3.4 di bawh 

karena  

AQ = QT dam BR = RT,  

selanjutnya keLeling PQR adalah 

        K = PQ + QR + RP 

             = PQ + QT + TR + RP 

             = PQ + QA + RB + RP 

             = PA + PB 
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kasus lain yaitu titik T dan P seperti pada 

gambar 3.3.5. dengan cara yang tidak 

jauh bebeda dengan cara di atas, sebagai 

latihan silakan ditunjukkan bahwa  

        K = PA + PB + 2QR 

 

gambar 3.3.4 

 

 

Gambar 3.3.5 

. 

 Dalam buku pelajaran tingkat sekolah menengah, segi-empat siklik ini sering 

dikenal juga dengan nama segi-empat tali busur. Dalam tulisan selanjutnya kadang-

kadang kita sebut dengan segi-empat siklik.  Berikut ini akan diberikan karakteristik dari 

segi-empat siklik,  
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Teorema 3.3.2 : Jika ABCD adalah segi-empat konvek. Maka pernyataan berikut adalah 

ekivalen. 

a. ABCD adalah segi-empat siklik 

b. BAC = BDC 

c. A + C = 1800 

d. ABE = D 

e. Bukti : a  b. (jelas) 

b  c. perhatikan gambar  3.3.6. disebelah dan pembaca dengan  mudah dapat 

ditunjukkan bahwa APB sebangun dengan DPC, dan ini menyebabkan bahwa APD 

sebangun dengan BPC, maka BAC = BDC, ABD = ACD, CAD = CBD dan 

ADB = ACB.  

Ini mengakibatkan, A+C =   

             BAC+CAD+ACB+ACD  

          = ½(A + B + C + D) =  

             1800. 

c  d dan d  a. Sebagai latihan.  

 

gambar 3.3.6 

 

Berikut ini dibahas kasus khusus yang mana pada segi-empat siklik tersebut 

berlaku bahwa perptongaan diagonalnya adalah tegaklurus. Akan dianalisa apa akibat 

yang ditimbulkan dari kasus tersebut  

Teorema 3.3.3. : Jika P adalah titik potong diagonal pada segi-empat  siklik  yang mana 

perpotongan diagonal tersebut adalah tegaklurus. Maka garis bagi sisi yang melalui titik 

P adalah tegak lurus dengan sisi yang bersebelahan.  
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Bukti : Misalkan X adalah titik biseKtor dari sisi AD, garis dari X melalui P memotong 

sisi  BC di titik H. akan ditunjukkan bahwa XH  BC. Untuk itu perhatikan gambar di 

bawah ini.  Dapat ditunjukkan bahwa  DPX = BPH  = PCH = ACB = ADB = 

XDP. Ini menyatakan bahwa XPD adalah samasisi. Yang juga akan mengakibatkan  

XAP juga samasisi. Konsekuensinya XA = XP = XD. Yang dengan mudah dapat 

ditunjukkan bahwa : 

            PHC =  DPC = 900. 

     

gambar 3.3.7 

Definisi  3.3.3: Misalkan P sebarang titik dalam ABC, jika A1, B1 dan C1 adalah titik 

proyeksi dari titik P terhadap ketiga sisi segitiga ABC, maka A1B1C1 disebut segitiga 

pedal (pedal triangle)  dari titik P terhadap segitiga ABC. 

            Ilustrasi dari definisi di atas dapat dilihat seperti pada gambar disebelah. Ambil 

sebarang titik P dalam segitiga ABC kemudian secara berturut-turut misalkan A1 proyeksi 

P  pada sisi BC, B1 proyeksi P pada sisi AC dan C1 proyeksi P pada sisi AB, maka 

segitiga A1B1C1 itulah yang disebut dengan segitiga pedal dari titik P terhadap segitiga 

ABC. 
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Gambar 3.3.8 

Teorema 3.3.4.: Misalkan A1B1C1 segitiga pedal dari sebarang titik P terhadap segitiga 

ABC. Jika O adalah titik pusat lingkaran luar dan R adalah jari-jari lingkaran luar segitiga 

ABC, maka berlaku 

                          𝐿∆𝐴1𝐵1𝐶1 =  
𝑅2− 𝑂𝑃2

4𝑅2 . 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 

 

Bukti : Perhatikan gambar 3.3.9 

disebelah, misalkan  B2 titik potong 

garis dari titik B melalui P pada 

lingkaran luar ABC. Kemudian 

hubungkan titik B2 dengan C,  maka 

akan diperoleh A1 =  +  = B2CP.    

Maka 

Dan juga  

 

gambar 3.3.9 

          𝐿∆𝐴1𝐵1𝐶1 =
1

2
𝐴1𝐵1. 𝐴1𝐶1. sin 𝐴1 =  

1

2
(𝑃𝐶 sin 𝐶). (𝑃𝐵 sin 𝐵). sin 𝐵2𝐶𝑃                         

        
sin 𝐵2𝐶𝑃

sin 𝐴
=  

sin 𝐵2𝐶𝑃

sin 𝐵𝐵2𝐶
=

𝑃𝐵2

𝑃𝐶
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 Maka 

                       𝐿∆𝐴1𝐵1𝐶1 =  
1

2
𝑃𝐵1. 𝑃𝐵 sin 𝐴 sin 𝐵 sin 𝐶 

                                   =   
1

2
(𝑅2 −  𝑂𝑃2). sin 𝐴 sin 𝐵 sin 𝐶 

                                         =  
𝑅2− 𝑂𝑃2

𝟒𝑹𝟐
. 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 

 Apabila P berada pada lingkaran luar maka jelas akan berlaku luas segitiga pedal 

adalah nol (sebagai soal latihan bagi pembaca),  juga berlaku apabila A1, B1 dan C1 

segaris, maka pasti juga luas segitiga pedal tersebut adalah nol. 

 Kalau untuk sebarang segitiga kita dapat menurutkan rumus untuk menghitung 

luasnya (walaupun lebih menarik menghitung luas segitiga tanpa menggunakan rumus). 

Berikut ini akan diberikan rumus untuk menghitung luas sebarang segi-empat siklik 

(segi-empat tali busur). Sedangkan untuk sebarang segi-empat akan diberikan pada 

bagian berikutnya. Dalam bentuk khusus kalau segi-empat siklik yang panjang sisi-

sisinya merupakan bilangan bulat maka segi-empat tersebut dinamakan segi-empat 

Brahmagupta (segi-empat heron siklik). 

Teorema 3.3.4. Teorema Brahmagupta. 

Misalkan segi-empat siklik mempunyai panjang sisi a, b, c dan d. misalkan s adalah 

perimeternya.   Maka luas segi-empat siklik tersebut adalah 

𝐿2 = (𝑠 − 𝑎). (𝑠 − 𝑏). (𝑠 − 𝑐). (𝑠 − 𝑑) 

Bukti : Perhatikan gambar 3.3.10 disebelah dan misalkan n  merupakan panjang sisi BD. 

Karena A + C = 1800,  

           cos A = - cos C 

           sin A = sin C 

maka berdasarkan hukum cosinus diperoleh 

     n2  = a2 + b2 - 2ab cosA  dan juga 

     n2 = c2 + d2 - 2cd cosC; 
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ini memberikan 

          2(ab + cd) cosA = a2 + b2 – c2 

– d2 (3.3.1) 

Selanjutnya dari 

  𝐿 =  
1

2
𝑎𝑏 sin 𝐴 + 

1

2
𝑐𝑑 sin 𝐶 =

1

2
(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑) sin 𝐴   

Jadi 

      4L = (ab + cd) sin A   (3.3.2) 

 

 

gambar 3.3.10 

Dari persamaan (3.3.1) dan (3.3.2) diperoleh 

               4(ab + cd)2 = (a2 + b2 – c2 – d2)2 + 16L2. 

               16L2 = (2ab + 2cd)2 – (a2 + b2 – c2 – d2)2 

                        = (2ab + 2cd + a2 + b2 – c2 – d2)(2ab + 2cd – a2 – b2 + c2 + d2) 

                        = ((a + b)2 - (c - d)2).((c + d)2 - (a - b)2) 

                        = (a + b + c - d)(a + b - c + d)(c + d + a - b)(c + d - a + b) 

                       = (2s - 2d)(2s - 2c)(2s - 2b)(2s - 2a) 

Jadi 

                𝐿2 = (𝑠 − 𝑎). (𝑠 − 𝑏). (𝑠 − 𝑐). (𝑠 − 𝑑)                                  (3.3.3) 

                    Jika pada teorema Brahmagupta di atas d = 0. Maka ia akan menjadi ABC 

dan kalau luas ABC dilambangkan dengan LABC, maka diperoleh 

              𝐿∆𝐴𝐵𝐶 = √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) 

 Kalau pada teorema di atas rumus keliling segi-empatnya adalah untuk segi-

empat siklik, maka berikut ini akan diberikan teorema untuk menghitung luas dari 
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sebarang segi-empat. Dan kalau kita ambil kasus khususnya untuk segi-empat yang 

siklik,  

Teorema 3.3.5:  Pada sebarang segi-empat ABCD dengan AB = a, BC = b, CD = c dan 

DA = d. Buktikan bahwa luas segi-empat 

 L2 = (s – a).(s – b).(s – c).(s – d) – abcd cos2 

Dengan s setengah keliling dan 2 adalah jumlah sudut yang saling berhadapan 

Bukti :  Perhatikan gambar 3.3.11 dan tarik garis BD. Maka pada ABD berlaku rumus 

cosinus yaitu 

  BD2 = a2 + d2 – 2ad cos A 

Dan pada BDC berlaku hal serupa yaitu 

  BD2 = b2 + c2 – 2bc cos C 

Maka berdasarkan kedua persamaan tersebut diperoleh 

  a2 + d2 – 2ad cos A = b2 + c2 – 2bc cos C 

atau 

  a2 + d2 - b2 -  c2 = 2ad cos A – 2bc cos C   (3.3.4) 

 

Gambar 3.3.11 

Tetapi luas segi-empat ABCD dapat ditulis sebagai 

  L ABCD = LABD + LBDC 

                            = ½ ad sin A + ½ bc sin C    (3.3.5) 

Atau  
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  4L = 2ad sin A + 2 bc sin C 

Jumlah kuadrat ruas kiri dari masing-masing persamaan (3.3.4) dan (3.3.5) diperoleh 

               (𝑎2 +  𝑏2 +  𝑐2 +  𝑑2)2 +  16 𝐿2

= 4(𝑎𝑑 cosA −  𝑏𝑐 cosC)2 +  4(𝑎𝑑 sinA −  𝑏𝑐 sinC)2 

                                        = 4(𝑎2𝑑2 +  𝑏2𝑐2) −  8𝑎𝑏𝑐𝑑 𝑐𝑜𝑠(A + C) 

       = 4(𝑎2𝑑2 +  𝑏2𝑐2) −  8𝑎𝑏𝑐𝑑 𝑐𝑜𝑠 2 

                                        = 4(𝑎2𝑑2 +  𝑏2𝑐2) −  16𝑎𝑏𝑐𝑑𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 8𝑎𝑏𝑐𝑑  

       = 4(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)2 −  16𝑎𝑏𝑐𝑑𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 8𝑎𝑏𝑐𝑑 

Dengan demikian 

 16𝐿2 =  4 (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)2 −  (𝑎2 + 𝑑2 −  𝑏2 − 𝑐2)2 −  16𝑎𝑏𝑐𝑑𝑐𝑜𝑠2𝛼 

                      =   (2𝑎𝑑 + 2𝑏𝑐)2 −  (𝑎2 + 𝑑2 −  𝑏2 − 𝑐2)2 −  16𝑎𝑏𝑐𝑑𝑐𝑜𝑠2𝛼     (3.3.6) 

Dengan mengurangkan selisih kuadrat dua suku pertama, diperoleh 

  [(2𝑎𝑑 + 2𝑏𝑐) −  (𝑎2 + 𝑑2 −  𝑏2 − 𝑐2)]. [(2𝑎𝑑 + 2𝑏𝑐) − (𝑎2 + 𝑑2 −  𝑏2 − 𝑐2)] 

                     = [(𝑏 + 𝑐)2 −  (𝑎 − 𝑑)2][(𝑎 + 𝑑)2 − (𝑏 − 𝑐)2] 

 = [(𝑏 + 𝑐) −  (𝑎 − 𝑑)]. [𝑏 + 𝑐)+ )𝑎 − 𝑑)]  × [(𝑎 + 𝑑) −  (𝑏 − 𝑐)] [(𝑎 + 𝑑)] 

                + (𝑏 − 𝑐) 

 = ( +𝑏 + 𝑐 − 𝑎)( 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑑)( 𝑎 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑏)(𝑎 + 𝑑 + 𝑏 − 𝑐) 

            = 2(𝑠 − 𝑎)2(𝑠 − 𝑑) 2(𝑠 − 𝑏) 2( 𝑠 − 𝑐) 

Gantikan persamaan ini pada persamaan (3) untuk memperolah 

           16L2 = 16(s – a) (s – b) (s – c) ( s – d) – 16 abcd cos2 

Jadi 

 L2 = (s – a) (s – b) (s – c) ( s – d) - abcd cos2 

 Kalau di atas adalah tentang luas dari segi-empat Brahmagupta dan luas dari 

sebarang segi-empat, maka berikut ini akan dibahas tentang panjang diagonal dari segi-

empat Brahmagupta. Pada bagian lain juga akan dibahas hal-hal yang terkait dengan 

perbandingan diagonal dari suatu segi-empat siklik. 

Teorema 3.3.6  Jika eAC   dan fBD   adalah panjang diagonal segi-empat 

Brahmagupta ABCD maka berlaku : 
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  
cdab

bcadbdac
e




  dan 

  
.

bcad

cdabbdac
f






 
 

Bukti : Perhatikan Gambar 3.3.13, dengan aturan kosinus diperoleh 

 .cos2cos2 22222 DcddcBabbae                 (3.3.7) 

Karena B  dan D  berhadapan maka DB  180 , sehingga 

            .coscos DB                                          (3.3.8) 

Dengan mensubstitusi persamaan (3.3.8) pada persamaan (3.3.7) diperoleh 

  
.

22
cos

2222

cdab

badc
D




                           (3.3.9) 

Selanjutnya dengan mensubstitusi persamaan (3.3.9) pada persamaan (3.3.7) diperoleh 

  














cdab

badc
cddce

22
2

2222
222  

  

  
cdab

cdbcdacddccdabdc
e






223322
2  

  cdab

cdbabdabccda
e






2222

 

  

  
.

cdab

bcadbdac
e




                                                  (3.3.10) 

Dengan cara yang sama seperti memperoleh persamaan (3.3.10) diperoleh  

  

  
.

bcad

cdabbdac
f




  

 Setelah membahas panjang diagonal dari segi-empat Bragmagupta, maka 

selanjutnyakita bahas bagaimana mengkontruksi segi-empat Brahmagupta, hal ini 

diperlukan karena kalau hanya sebarang segi-empat siklik (segi-empat tali busur), maka 

yang kita punyai hanya jumlah sudut yang berhadapan adalah 1800, akan tetapi belum 

tentu panjang semua sisinya adalah bilangan bulat. Kalau untuk 3 buah sisi pertama, 

senantiasa bisa kita buat panjangnya bilangan bulat, akan tetapi yang jadi masalah adalah, 

kalau sebarang kita buat pada sisi keempat, apa jaminannya panjangnya merupakan 
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bilangan bulat. Adapun cara  mengkontruksi segi-empat Brahmagupta adalah sebagai 

berikut. 

Misalkan ABC suatu segitiga Heron siklik dengan panjang sisi aBC  , bCA , 

dan cAC  .Pada Gambar 3.3.12, dengan mengambil titik D pada busur di depan busur 

AB dengan syarat garis CD  lebih pendek dari garis AB  dan tidak ada sisi segi-empat 

yang sejajar, maka diperoleh segi-empat Brahmagupta ABCD dengan panjang sisi 

aAB  , bBC  , cCD   dan dDA   tidak diketahui. 

 

         Selanjutnya, dikontruksi formula 

Brahmagupta untuk menentukan luas segi-

empat Brahmagupta dengan panjang semua 

sisinya tidak diketahui. Karena garis DC  lebih 

pendek dari pada garis AB , maka perpanjangan 

AD  dan BC  akan berpotongan pada satu titik 

di luar lingkaran, namakan titik perpotongannya 

adalah titik E dan misalkan EC  dan 

ED . 

 

Gambar 3.3.12.  

Perhatikan segi-empat ABCD  dan CDE  pada Gambar 3.3.13. 

         180ADCABC                           ...(3.3.11)       

        ,180 CDEADC                        …(3.3.12) 

Maka dari persamaan (3.3.11) dan (3.3.12) diperoleh 

          
,CDEABE 
 

dengan .ABEABC   

Kemudian dari segi-empat ABCD  dan CDE  pada Gambar 3.3.13  juga diperoleh 

        180BCDDAB                                    …(3.3.13) 

       
,180 ECDBCD                         …(3.3.14) 
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maka dari persamaan (3.3.13) dan (3.3.14) 

diperoleh 

           
,ECDEAB   

dengan .EABDAB   

Sehingga dari kesebangunan segitiga Sd-Sd, 

diperoleh 

.~ CDEABE   

Akibatnya  

            EC

EA

ED

EB

CD

AB


 

         

.






 db

c

a 



                …(3.3.15)

           

 
 

Gambar 3.3.13.  

Misalkan persamaan (3.3.15) sama dengan  , maka diperoleh 

              














.

,

,







d

b

ca

                                                    …(3.3.16) 

Selanjutnya, perhatikan ABC  dan ADC  pada Gambar 3.3.13, diperoleh 

              
R

ADC

e

ABC

e
2

sinsin






 

sehingga  

              .sin2sin2 ADCRABCRe                          …(3.3.17) 

Kemudian perhatikan BAD  dan BCD  pada Gambar 3.3.13, dengan cara yang sama 

seperti memperoleh persamaan (3.3.17) diperoleh 

                   .sin2sin2 BCDRBADRf                         

Selanjutnya dari CDE  pada Gambar 3.3.13, dapat dibentuk suatu lingkaran luar 

segitiga yang menyinggung ketiga titik sudut CDE  dan misalkan   adalah panjang 

jari-jari lingkaran luar CDE . Berdasarkan Teorema 2.1.3 diperoleh 
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.2

sinsinsin











 CED

c

DCECDE
                  …(3.3.18) 

Dari persamaan (3.3.18) diperoleh  

             

.
2

sin



CDE                                          …(3.3.19)                                                  

Karena CDE  dan ADC  merupakan sudut berpelurus dan berdasarkan persamaan 

(3.3.19) diperoleh 

CDEADC  sinsin  

                 

.
2

sin



ADC                                       …(3.1.20) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.3.19) pada persamaan (3.3.17) diperoleh 

                  

.


R
e                                                   …(3.3.21) 

Selanjutnya dengan cara yang sama seperti memperoleh persamaan (3.1.21) diperoleh 

     

.


R
f                                               …(3.3.22) 

Pada segi-empat Brahmagupta diperoleh 

                .efbdac                                                  …(3.3.23) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.3.16), (3.3.21) dan (3.3.22) pada persamaan 

(3.3.23) diperoleh 

                

  





















cc

RR
.  

                   

 









2222

2

2 cR
 

                   

 
.1

222
2

2

2












cR
                           …(3.3.24) 

Dengan menggunakan aturan kosinus pada CDE  diperoleh 

                  
.cos2

222



 c
E


                                       …(3.3.25) 
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Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (3.3.25) pada persamaan (3.3.24) 

diperoleh 

                   

1cos22

2

2

 E
R




 

                  

EEE
R








 222

2

sincoscos2


 

                  

  EE
R








 22

2

sincos


 

                   .sincoscos 2 EE
R

E
R


















 





           …(3.3.26)

 

Dari persamaan (3.3.26) secara aljabar nilai Esin  adalah rasional atau irrasional. 

Padahal jika nilai Esin  adalah rasional maka nilai Ecos  adalah irrasional, tapi jika 

nilai Esin  adalah irrasional maka nilai Ecos  mungkin rasional atau irrasional. 

Namun, karena E  adalah sudut Heron maka nilai Esin  dan Ecos haruslah 

rasional, jadi untuk memperoleh nilai rasional dari R  dan   dengan t bilangan rasional 

berlaku

 

                    

EtE
R

 sincos


                              …(3.3.27) 

         

.
sin

cos
t

E
E

R 
 

                                

…(3.3.28) 

Dengan menjumlahkan persamaan (6.1.27) dan persamaan (6.1.28) diperoleh 

         

.sin
1

2
E

t
tR 











                                   …(3.3.29) 

Dari persamaan (6.1.18) diperoleh 

         cECED  sin2sin2   

                      
.sin

2
E

c
                                       …(3.3.30) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.3.30) pada persamaan (3.3.29) diperoleh 
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.
1

4










t
t

c
R                                      …(3.3.31) 

Kemudian, dengan mengurangkan persamaan (3.3.27) dari persamaan (3.3.28) diperoleh 

         

EEt
t









 cos2sin

1
2  

                      
EEt

t









 cossin

1

2

1
                            …(3.3.32) 

dengan .
2

tan


t   

Dengan mengambil  

             
2

tan1

CDE
t


  dan 

2
tan2

ECD
t


    

untuk sudut Heron CDE dan ECD, maka diperoleh 

        2
tan1

2
tan1

cos
2

2

E

E

E







  

        

2

21

21

2

21

21

1
1

1
1

cos

































tt

tt

tt

tt

E  

        

   

  2

2

2

1

2

21

2

21

11

1
cos

tt

tttt
E




                     …(3.3.33) 

dan  

         2
tan1

2
tan2

sin
2 E

E

E






  

              

2

21

21

21

21

1
1

1
2

sin






























tt

tt

tt

tt

E  
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  

  
.

11

12
sin

2

2

2

1

2121

tt

tttt
E




                          …(6.1.34) 

Dengan memilih   2

2

2

1 11 tttc   , maka dari persamaan (3.3.17) dan (3.3.21) 

diperoleh 

            
.sin2 ADC                                    …(6.1.35) 

Karena  180CDEADC  dan berdasarkan persamaan (3.3.18) diperoleh 

            E

c




sin2
 , 

sehingga persamaan (6.1.35) dapat dituliskan menjadi 

           
)180sin(

sin2
2 CDE

E

c



  

           E

CDEc






sin

sin
  

           

  
 

  

  2

2

2

1

2121

2

1

12

2

2

1

11

12

1

2
11

tt

tttt

t

t
ttt








  

            

  
  

.
1

11

2121

22

2

2

11

tttt

tttt




                                       …(6.3.36) 

Dengan cara yang sama seperti memperoleh persamaan (6.3.36) diperoleh 

           

   
  

.
1

11

2121

2

2

22

12

tttt

tttt




                                         …(6.3.37) 

Berikut ini diberikan formula untuk menentukan panjang sisi dan panjang 

diagonal segi-empat Brahmagupta sebagai berikut. 

1) a adalah panjang garis dari titik A ke titik B. Dengan mensubstitusikan persamaan 

(3.3.32), (3.3.33) dan (3.3.34) pada persamaan (3.3.16) diperoleh  

             ca 

 

   2

2

2

1 11cossin
1

2

1
tttEEt

t


















  
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  

  
   

  
   2

2

2

12

2

2

1

2

21

2

21

2

2

2

1

2121 11
11

1

11

121

2

1
ttt

tt

tttt

tt

tttt
t

t
































                

                           .11 21212121 tttttttttta   …(6.3.38

  

2)  b adalah panjang garis dari titik B ke titik C. Dengan mensubstitusikan persamaan 

(6.3.38), (6.3.36) dan (6.3.37) pada persamaan (3.3.16) diperoleh 

             
 b  

 

       

  
   
  

  
  2121

22

2

2

11

2121

2

2

22

12

2

2

2

1

21212121

1

11

1

11

11

11

tttt

tttt

tttt

tttt

ttt

tttttttttt
b













  

                      .11 22

2

1 tttttb       …(6.1.39) 

3) c adalah panjang garis dari titik C ke titik D. 

                     .11
2

2

2

1 tttc   …(6.1.40) 

4) d adalah panjang garis dari titik D ke titik A. Dengan mensubstitusikan persamaan 

(6.3.38), (3.3.34) dan (6.3.37) pada persamaan (3.3.16) diperoleh  

                 
 d  

      

       

  
  
  

   
  2121

2

2

22

12

2121

22

2

2

11

2

2

2

1

21212121

1

11

1

11

11

11

tttt

tttt

tttt

tttt

ttt

tttttttttt
d













  

                    .11 11

2

2 tttttd   …(6.3.41) 

5) e adalah panjang garis dari titik A ke titik C. Dengan mensubstitusikan persamaan 

(3.3.20), (3.3.31) dan (3.3.34) pada persamaan (3.3.20) diperoleh 

   




R
e   

  

          
      2121

22

2

22

1

22

2

2

112121

22

2

2

1

1114

11122111

ttttttt

ttttttttttt
e




  

                2

2

2

1 11 ttte  . …(6.3.42) 
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6) f adalah panjang garis dari titik B ke titik D. Dengan mensubstitusikan persamaan 

(3.3.20), (3.3.31) dan (6.3.37) pada persamaan (3.3.22) diperoleh 

              




R
f 

 

              

           
      2121

22

2

22

1

2

2

22

122121

22

2

2

1

1114

11122111

ttttttt

ttttttttttt
f




  

              2

1

2

2 11 tttf  . …(6.3.43) 

Sehingga formula untuk menentukan luas segi-empat Brahmagupta berdasarkan Gambar  

9 dan dengan mensubstitusikan persamaan (6.3.38), (6.3.39), (6.3.40) dan (6.3.41)  yaitu : 

ADCLABCLLABCD   

  
  ADCcdab  sin

2

1
 

  
  EDCcdab  sin

2

1
 

        

           
2

1

1

22

2

121212121
1

2
1111

2

1

t

t
ttttttttttttttt


  

      

      
2

1

1

11

22

2

2

1
1

2
111

t

t
ttttttt


  

                2

2121

2

212121 112112 ttttttttttttttLABCD  . …(6.3.44) 

          Formula luas pada persamaan (6.3.44) sedikit berbeda dari yang ditulis dalam 

berbagai buku teks lainnya. Dalam berbagai buku teks juga ditulis sebagai berikut  

                    2

2121

2

212121 112112 ttttttttttttttLABCD  . 

Dengan mensubstitusikan c pada persamaan (3.3.31), maka berikut ini diperoleh diameter 

lingkaran luar segi-empat Brahmagupta  

               

   
2

111
2

22

2

2

1 


ttt
R .  …(6.3.45) 

Selanjutnya, diberikan beberapa contoh aplikasi dari formula Brahmagupta. 
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Teladan 3.3.4. Dengan memilih 
m

n
tt  21

 dan 
u

v
t  , kemudian mensubstitusikan  pada 

persamaan (6.3.38), (6.3.39), (6.3.40), (6.3.41), (6.3.42) dan (6.3.43) diperoleh formula 

Brahmagupta untuk panjang sisi dan diagonal trapesium sebagai berikut. 

  vnvmmnvnmvunuma 2222 22   

   nvmumvnunmdb  22

 

  uvnmc
222   

  2222 vunmmnfe  . 

Formula Brahmagupta untuk diameter dan luas trapesium yaitu : 

   
,

2
2

22222 vunm
R




 

          2222222222 422 vunmmnvuvumnnmvunmL          …(6.3.46)

 
Formula luas trapesium pada persamaan (6.3.46) juga dengan yang ada dalam berbagai 

buku teks, dalam berbagai buku teks lainnya ditulis :  

              unmvnmvnmunmnvmumvnunmL  222 … (6.3.47) 

Jika formula luas pada persamaan (6.3.47) digunakan untuk menghitung nilai L maka 

hasil perhitungannya tidak sesuai dengan hasil perhitungan pada tabel 1. Jadi penulis 

menggunakan formula luas pada persamaan (6.3.46) untuk menghitung nilai L. 

Berikut diberikan Tabel hasil perhitungan untuk panjang sisi, diagonal dan luas 

trapesium yang diperoleh jika nilai 1t  dan  t  diketahui . 

Tabel 1. Hasil Perhitungan Contoh 1. 

t1 = t2 T a b = d C e = f 2R Luas 

1/2 1/7 25 15 7 20 25 192 

½ 2/9 21 10 9 17 41 120 

1/3 3/14 52 15 28 41 197 360 

1/3 3/19 51 20 19 37 181 420 

2/3 1/8 14 13 4 15 65/4 108 

2/3 3/11 21 13 11 20 61 192 
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2/3 9/20 40 13 30 37 1203/4 420 

3/4 2/11 25 25 11 30 61 432 

 

 

Gambar 3.3.14. 

Teladan 3.3.5. Misalkan ECD adalah segitiga Heron rasional dengan 13:15:14:: c  

dan ,
3

2
1 t  

2

1
2 t  dan 

7

4
3 t .  

Penyelesaian :  

Dengan memisalkan 
u

v
t   ,  diperoleh 

formula untuk panjang sisi dan diagonal segi-

empat Brahmagupta yaitu : 

        vuvua 7447      

     vuvub  2213  

uvc 65  

  vuvud 23325      

       2230 vue    

       2226 vuf  . 

Formula luas dan jari-jari lingkaran luar segi-  

Gambar 3.3.15.  
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empat Brahmagupta yaitu: 

  2222 78727224 vuvuvuvuL 

, 

           
 

.
2

65
2

22 vu
R


  

Dengan mengganti nilai u  dan nilai v  diperoleh panjang sisi, diagonal, luas dan 

panjang jari-jari lingkaran luar segi-empat Brahmagupta sebagai berikut. 

 

Tabel 2. Hasil perhitungan contoh 2. 

u V a b c d e f 2R Luas 

3 1 323 91 195 165 300 260 325 28416 

11 3 65 25 33 39 60 52 65 1344 

 

 

 

 

 

 

 

3.4. Teorema Ptolemy 

Teorema Ptolemy masih terkait dengan segi-empat siklik.  Teorema ini membahas 

tentang hubungan antara jumlah dua sisi yang bersebelahan dengan hasil kali diagonal 

dari suatu segi-empat siklik. Teorema ini sangat mudah digunakan, misalnya untuk 

menentukan nilai sin(x + y) yang dalam buku sekolah menengah buktinya sangat 

panjang. Akan tetapi disini akan diberikan buktu yang cukup sederhana. 

Teorema 3.4.1 (Teorema Ptolemy) 

Jika ABCD sebarang segi-empat yang berada pada suatu lingkaran, maka jumlah dua 

pasang sisi yang bersebelahan adalah sama dengan hasil kali diagonalnya. 
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        Gambar 3.4.1 

Bukti : Pada diagonal BD buat titik M sehingga 

ACB =  MCD. Karena  BAC dan  BDC 

menghadap busur yang sama, maka  BAC =  

BDC. Yang mengakibatkan  DNC =  ABC, jadi 

ABC DMC, sehingga 

         AB

AC
 

MD

CD
  

Atau 

        AB.CD = AC.MD                        (3.4.1)                          

Selanjutnya karena   

              ACB = MCD, maka BCM = ACD  

dan karena 

             DAC = DBC = MBC (menghadap busur yang sama),  

ini mengakibatkan BCM ACD, sehingga 

   
AD

AC
 

BM

BC


 

 atau  

   AD.BC = AC.BM       (3.4.2) 

Dengan menjumlahkan persamaan (3.4.1) dan (3.4.2) diperoleh 

 AB.CD + AD.BC = AC.MD + AC.BM = AC(MD + BM) = AC.BD ▼ 

Berikut ini diberikan pola lain untuk membuktikan teorema di atas.  

Bukti 2 : Misalkan ABCD  segi-empat siklik,  perhatikan gambar 3.4.2 .Kontruksi E 

sehingga CAD  CEB, yang mengakibatkan 

,
DA

BE

CD

CB

CA

CE
  

Sehingga diperoleh 
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.
CD

DACB
BE


                                   (3.4.3) 

Kita juga dapat menunjukkan bahwa  

         ECA = BCD 

Sehingga didapat 

CE

CB

CA

CD
  

Kemudian tunjukkan pula bahwa ECA  

BCD sehingga 

CD

CA

BD

EA
  

jadi 

gambar 3.4.2 

                             
CD

DBCA
EA


                                                                     . . . . . .(3.4.4) 

Sebagai ingatan bahwa jika ABCD siklik, maka 

  CBE + ABC = CDA + ABC = 1800. 

Tapi jelas ini akan menyebabkan A, B dan E segaris yang berarti AB + BA = AE.  Jadi 

dari (3.4.3) dan (3.4.4) kita peroleh 

  
CD

DACB
AB

CD

DBCA 



 

Maka diperoleh  

 AB.CD + AD.BC = AC.BD 

Teladan 3.4.1 : Misalkan titik P berada pada busur CD pada lingkaran luar dari empat 

persegi ABCD, tunjukkan bahwa 

  PA(PA + PC) = PB(PB + PD) 

Penyelesaian : Perhatikan gambar  3.4.3.  Misalkan panjang sisi persegi tersebut adalah a 

satuan. Selanjutnya gunakan teorema Ptolemy untuk PDAB maka diperoleh 

           PD . BA + PB .DA = PA .DB 

           a.(PD + PB) = 𝑎√2.PA 

      PD + PB = √2. PA               



Geometri Lanjut                                                                                                                            107  
 

     PB.(PD + PB) = √2. PA.PB          (3.4.5) 

dan  bila teorema Ptolemy digunakan pada 

PABC,  

maka diperoleh 

      PA . BC + PC  AB = PB . AC. 

      a.(PA + PC) = 𝑎√2𝑎.PB 

     PA + PC = √2.PB    

    PA(PA + PC) = √2.PB.PA        (3.4.6) 

 maka dari (3.4.5) dan (3.4.6) diproleh 

        PA(PA + PC) = PB.(PD + PB) 

 

Gambar 3.4.3 

Jika segiemapat ABCD bukan merupakan segi-empat, maka yang  berlaku adalah 

tanda lebih besar, seperti ditunangkan dalam teorema berikut ini : 

Teorema 3.4.2  : Jika ABCD bukan segi-empat siklik, maka berlaku  

            AB.CD + AD.BC > AC.BD 

Bukti : Mialkan ABCD bukan merupakan segi-empat siklik. Dalam artian yang berlaku 

adalaha 

  CBE + ABC = CDA + ABC  1800. 

Ini menyebabkan ketiga titik A, B dan E membentuk segitiga dengan EA < AB + BE, 

sehingga dari persamaa (*) dan (**) di atas diperoleh 

CD

DACB
AB

CD

DBCA 



 

Sehingga AB.CD + AD.BC > AC.BD. 

 Berikut  ini akan diberikan pengunaan teorema Ptolemy untuk membuktikan 

rumus sin ( + ) dan sin ( - ), untuk rumus trigonometri yang lain dapat dilakukan 

sebagai soal latihan. 

Teladan  3.4.2. Tunjukkan bahwa sin ( + ) = sin  cos  + cos  sin  
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Penyelesaian :  Perhatikan gambar di bawah ini yang merupakan lingkaran berpusat di O 

dan berdiameter 1 satuan. Diameter lingkaran adalah BC = 1 satuan, maka BAC = 

BDC = 900. Misalkan ABC =  dan DBC = . Maka  

        
BC

AC
   sin   

Jadi  

         AC = sin  

       AB = cos  

         BD = cos  

         DC = sin  

 

 

              Gambar 3.4.4 

  

          

Kemudian dari    
R

 sin

AD
2


 maka 

  2

1
2

 sin

AD
 

Maka  

       AD = sin ( + ) 

 

 

Jadi dengan berdasarkan Teorema Ptolemy diperoleh 

  AD.BC = AC.BD + AB.DC 

Karena BC = 1, maka   sin ( + ) = sin  cos  + cos  sin   ▼ 

Teladan 3.4.3. Tunjukkan bahwa sin ( - ) = sin  cos  - cos  sin  
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                   Gambar 3.4.5 

Sama seperti contoh teladan 3.4.2 

diperoleh 

BC = 1 

AB = cos  

AC = sin  

BD = cos  

DC = sin  

AD = sin ( - ) 

Maka berdasarkan teorema Ptolemy 

diperoleh 

         AC.BD = AD.BC + AB.DC 

Sin . Cos  = sin ( - ).1 + cos . sin  

Jadi 

sin ( - ) = sin . Cos  - + cos . sin    ▼  

             Kalau pada teoema  Brahmagupta adalah untuk menentukan sebarang luas segi-

empat.  Sedang kan kalau sisi-sisi dari segi-empat tersebut diketahui, maka secara umum 

akan dapat ditentukkan panjang diagonal dari segi-empat tersebut.  Akan tetapi berikut 

ini akan diberikan  teoema khusus  untuk membahas panjang diagonal dari segi-empat 

tali busur. 

Teorema 3.4.3 :  Diketahui tahui segi-empat talibusur ABCD dengan panjang AB = a cm, 

BC = b cm dan CD = c cm serta DA = d cm. Jika p dan q masing-masing menyatakan 

panjang diagonal AC dan BD, Maka 

                          
𝑝

𝑞
=  

𝑎𝑑+𝑏𝑐

𝑎𝑏+𝑐𝑑
  

Bukti :  Dengan menggunakan rumus aturan cosinus pada ABC dan ADC diperoleh 

      p2 = a2 + b2 – 2ab cos B 

      p2 = c2 + d2 – 2ad cos D  
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          = c2 + d2 – 2ad cos B 

Berdasarkan kedua persamaan diperoleh 

 a2 + b2 – 2ab cos B = c2 + d2 – 2ad cos B     

jadi 

𝑐𝑜𝑠B =  
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 − 𝑑2

2(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑)
 

Gantikan cos B pada persamaan di atas, 

maka diproleh 

 

gambar  3.4.6 

           𝑝2 =  𝑎2 + 𝑏2 −  2𝑎𝑏 (
𝑎2+𝑏2−𝑐2−𝑑2

2(𝑎𝑏+𝑐𝑑)
) 

                 =  
2𝑎𝑏 (a2+b2)+ 2𝑐𝑑 (a2+b2)−𝑎𝑏 (a2+b2)+ 2𝑐𝑑(c2+c2)

2(ab+cd)
  

                 =
2𝑎2𝑐𝑑+ 2𝑏2𝑐𝑑+ 2𝑎𝑏𝑐2+ 2𝑎𝑏𝑑2

2(𝑎𝑏+𝑐𝑑)
 

                 =  
(𝑎𝑑+𝑏𝑐)(𝑎𝑐+𝑏𝑑)

𝑎𝑏+𝑐𝑑
 

Dengan cara yang serupa dengan yang di atas, akan diperoleh 

 𝑐𝑜𝑠𝐴 =  
a2+b2−c2−d2

2(ab+cd)
 

                      𝑞2 =  
(𝑎𝑏+𝑐𝑑)(𝑎𝑐+𝑏𝑑)

𝑎𝑑+𝑏𝑐
      

Perhatikan bahwa dengan menggunakan p2 dan q2 di atas, maka kita akan 

mendapatkan panjang hasil kali diagonal dan hasil bagi diagonal yaitu sebagai berikut  

 𝑝𝑞 =  𝑎𝑐 + 𝑏𝑑       (3.4.7) 

 
𝑝

𝑞
=  

𝑎𝑑+𝑏𝑐

𝑎𝑏+𝑐𝑑
        (3.4.8) 
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Rumus (3.4.7) dan (3.4.8) di atas sering dikenal dengan rumus Ptolemaeus.  

Berikut ini akan diberikan cara pembuktian lain dari teorema Ptolemaeus yaitu dengan 

menggunakan kesebangunan.  

Teorema 3.4.4. : Pada segi-empat talibusur berlaku prekalian diagonal segi-empat tali 

busur sama dengan jumlah perkalian sisi yang berhadapan. 

Bukti :  Perhatikan kembali gambar  6.4.6. akan dibuktikan   

 𝑝𝑞 =  𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 atau 𝑝 =  
𝑎𝑐

𝑞
+  

𝑏𝑑

𝑞
 

Misalkan 𝑥 =
𝑎𝑐

𝑞
 dan 𝑦 =  

𝑏𝑑

𝑞
,  jadi kita mesti membagi diagonal p menjadi dua 

bahagian garis yang masing-masing panjangnya x dan y. 

Sekarang perhatikan 

 𝑥 =
𝑎𝑐

𝑞
   atau q : a = c : x 

perhatikan gambar 3.4.7, sisi q dan a terletak pada ABD dan mereka membentuk ABD. 

Perhatikan juga bahwa ABD = ACD.   

Misalkan CE = x, sehingga jika kita letakkan 

BAD pada E, sehingga CED = BAD 

atau ADB = CDE, maka ABD  CDE. 

Akibatnya 

      
𝑞

𝑐
=  

𝑎

𝑥
   atau 𝑥 =

𝑎𝑐

𝑞
. 

Sekarang perhatikan BDC dan AED. 

CAD = DBC dan ADE = BDC. jadi 

BDC  AED, akibatnya 

       
𝐴𝐸

𝑏
=

𝑑

𝑞
 atau 𝐴𝐸 =  

𝑏𝑑

𝑞
= 𝑦 

  

gambar 3.4.7 

Karena CE = x dan AE = y, maka AC = x + y atau 

                       𝑝 =  
𝑎𝑐

𝑞
+ 

𝑏𝑑

𝑞
        
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 Kalau kita perhatikan, proses pembuktian teoema Ptolemaeus di atas cukup rumit.  

Sebenarnya kita membuktikan dengan cara yang lebih sederhana yaitu cukup dengan 

rumus-rumus yang ada dalam segitiga yang lebih sederhana. Kita suah mengenal bahwa 

R adalah jari-jari lingkaran luar yang pada prinsipnya jari-jari lingkaran luar tersebut 

adalah perkalian ketiga sisi dibagi dengan 4 kali luas segi tiga. Maka dalam hal ini untuk 

gambar 3.4.6 atau 6.4.7 akan berlaku : 

 abp = 4R  LABC 

 cdp = 4R  LADC 

dengan R merupakan jari-jari lingkaran luarnya. Maka dari kedua persamaan di atas kalau 

dijumlahkan akan diperoleh 

 (ab + cd).p = 4R  Luas  ABCD     (3.4.9) 

Dengan cara yang serupa dengan langkah di atas, akan diperoleh 

 adq = 4R  LABD 

 bcq = 4R  LBDC 

jumlah keduanya akan memberikan 

 (ad + bc).q = 4R  Luas  ABCD     (3.4.10) 

Dari persamaan (3.4.9) dan (3.4.10) akan diperoleh 

 (ad + cd).p = (ad + bc).q 

Atau 

              𝑝 =  
𝑎𝑐

𝑞
+ 

𝑏𝑑

𝑞
 

 Para pembaca dapat membandingkan tingkat kesulitan dari kedua proses 

pembuktian yang diberikan di atas, kalau cara pertama itu adalah cara yang banyak 

dimuat dalam berbagai buku teks. Bandingkanlah dengan proses pembuktian cara kedua 

(terakhir), kami yakin proses pembuktian ke dua ini jauh lebih mudah untuk dipahami. 

Ide seperti di atas sekali lagi sebenarnya memberikan inspirasi kepada kita, pada 

dasarnya teorema-teorema yang ada dalam geometri tersebut banyak yang dapat kita 

buktikan dengan hanya menggunakan matematika yang lebih sederhana.  
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 Di atas sudah diberikan tentang segi-empat siklik yang sering juga disebut dengan 

segi-empat talibusur (dalam artian segi-empat tersebut mempunyai lingkaan luar. berikut 

ini akan dibahas suatu segi-empat yang mempunyai lingkaran dalam, artinya ke empat 

sisi dari segi-empat tersebut menyinggung lingkaran dalamnya hal ini yang disebut 

dengan segi-empat Circumscriptible. 

Definisi 3.4.1 Segi-empat Circumscriptible adalah segi-empat yang memuat sebuah 

lingkaran dalam ( Incircle of the Quadrilateral ) sehingga menyinggung keempat sisi 

segi-empat.  

 

 

Gambar 3.4.8 

Sebagaimana yang telah disebutkan pada bagian 

terdahulu bahwa tidak semua segi-empat adalah 

Circumscriptible. Oleh karena itu, agar suatu 

segi-empat menjadi Circumscriptible maka 

tentulah memerlukan syarat tertentu.  

           Berikut ini  diberikan teorema yang menunjukkan syarat untuk suatu segi-empat 

agar menjadi Circumscriptible. Sedangkan syarat perlu dan cukup agar suatu segi-empat 

merupakan segi-empat Circumscriptible telah dibahas pada teorema 5.1.7.  sedangkan 

segi-empat Circumscriptible adalah konvek telah dibahas pada teorema 5.1.7.  

Selanjutnya,  dibahas hubungan antara panjang diagonal dengan panjang garis singgung 

pada segi-empat Bisentrik. Adapun hubungan tersebut  dinyatakan dalam bentuk teorema 

yang mana dalam pembuktiannya menggunakan 3 buah lemma. Adapun teorema tersebut 

beserta pembuktiannya  diberikan dibagian akhir dari bab ini. Pada lemma dibawah ini 

menyatakan adanya hubungan antara segi-empat Bisentrik dengan panjang garis 

singgung dari titik sudutnya. 

Lema 3.4.1  Misalkan  ABCD  adalah segi-empat Circumscriptible dengan panjang garis 

singgung dari titik sudut  𝐴, 𝐵, 𝐶 dan D berturut-turut adalah a, b, c dan  d, dan  r  adalah 
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jari-jari lingkaran dalamnya. Segi-empat ABCD adalah Siklik jika dan hanya jika  ac = 

bd. 

Bukti.  Diberikan  sebarang segi-empat Konveks ABCD yang mana besar sudut   A, B, C 

dan D berturut-turut adalah 2𝐴0, 2𝐵0, 2𝐶0 dan 2𝐷0  ( lihat gambar  3.4.8 ). Karena ABCD 

adalah Konveks, maka berlaku 000 2,2,2 CBA  dan 02D   kurang dari 0180  sehingga 

000 ,, CBA  dan 0D   kurang dari 090 . Dengan demikian  000 ,, CBA
 
dan  𝐷0  adalah sudut 

lancip. 

 

 

Gambar 3.4.8 

 

Gambar 3.4.9 

 

 Misalkan segi-empat Konveks ABCD tersebut adalah Circumscriptible dengan 

panjang garis singgung  dari titik sudut  A, B, C dan D berturut-turut adalah a, b, c dan d, 

dan r adalah jari-jari lingkaran dalamnya. Lihat gambar 3.4.9. 

Pada gambar 3.4.9, diperoleh 

     tan 𝐴0 =
𝑟

𝑎
,  tan 𝐵0 =

𝑟

𝑏
 

     tan 𝐶0 =
𝑟

𝑐
 dan tan 𝐷0 =

𝑟

𝑑
 .                                                           …(3.4.11) 

Maka     

    
c

r

a

r
CA 00 tantan            

                          
ac

r 2

                                                                          …(3.4.12) 

dan   
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d

r

b

r
DB 00 tantan            

                              
bd

r 2

 .                                                                      …(3.4.13)  

Berdasarkan 3.4.12 dan 3.4.13, Bila ditunjukkan   0000 tantantantan DBCA 
 
maka 

mestilah berlaku .bdac       

 Oleh karena itu, untuk membuktikan segi-empat 𝐴𝐵𝐶𝐷 adalah Siklik jika dan 

hanya jika bdac  , maka cukup ditunjukkan bahwa segi-empat ABCD adalah Siklik jika 

dan hanya jika 0000 tantantantan DBCA  . Kemudian dengan mensubtitusi persamaan 

(3.4.11), diperoleh .bdac   Misalkan ABCD adalah Siklik. Akan ditunjukkan bahwa 

(lihat gambar 3.4.10). 

              0000 tantantantan DBCA  .  

Karena ABCD adalah Siklik, berdasarkan Teorema 2.3.8,  

                  
0

0000 1802222  DBCA  

                  .900

0000  DBCA
 

Maka  

   .tan)DBtan()CAtan( 0
0000 90   

                  …(3.4.14)  

Dari persamaan 6.4.14 diperoleh 

0

00

00

00 90tan
tantan1

tantan
)tan( 






CA

CA
CA

 

dan      

.90tan
tantan1

tantan
)tan( 0

00

00

00 





DB

DB
DB

 

 

 

Gambar 3.4.10 
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Karena  
090tan   tidak terdefinisi, maka haruslah 

  1tantan 00 CA             …(3.4.15) 

dan 

 .1tantan 00 DB           …(3.4.16) 

Dari persamaan 6.4.15 dan 6.4.16,  disimpulkan bahwa  

               0000 tantantantan DBCA 
 

                            d

r

b

r

c

r

a

r
   

                              .bdac      

Sebaliknya, akan ditunjukkan bahwa jika ABCD tidak  Siklik maka  

0000 tantantantan DBCA 
 

 
(pernyataan ini setara dengan pernyataan jika  

           0000 tantantantan DBCA    

maka segi-empat ABCD adalah Siklik). Misalkan  ABCD tidak Siklik. Lihat gambar 

3.4.11. 

Berdasarkan Teorema 5.1.8, 

0

00 18022  CA  dan  

0

00 18022  DB  . Sehingga terdapat 

dua kemungkinan yaitu  

           0

00

0 36022180  CA   

dan 

           0

00

0 180220  DB  

atau 

          
0

00

0 180220  CA   

dan  

          .36022180 0

00

0  DB  

 

Gambar 3.4.11 

 Jika  
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0

00

0 36022180  CA
 

 Dan 

 0

00

0 180220  DB ,  

maka  

0

00

0 18090  CA   

dan  

0

00

0 900  DB  .  

       Karena 
0

00

0 18090  CA
 
dan  fungsi tangen  monoton naik tegas di ]180,90( 00  

( lihat gambar 3.4.12 ),  

maka  

          0

00 180tan)tan( CA .  

Sehingga  

       

0
tantan1

tantan
)tan(

00

00
00 






CA

CA
CA . 

 

 

 

 

 

 

 

     

           

 

 

           

 

 Gambar 3.4.12 

X

Y

090
00

)tan()( xxf 

)tan()( xxf 

0180
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Tetapi, karena 𝐴0 dan 𝐶0 adalah sudut lancip maka 0tan 0 A  dan 0tan 0 C . 

Akibatnya,  .0tantan 00  CA Dengan demikian, agar  

      

0
tantan1

tantan

00

00 




CA

CA
  

maka haruslah    0tantan1 00  CA . Sehingga  .1tantan 00 CA  

 Selain itu, karena 0

00

0 900  DB  dan fungsi tangen juga monoton naik tegas 

di )90,0[ 00

 
maka )tan(0tan 00

0 DB  .Sehingga 

       
00

00

tantan1

tantan
0

DB

DB




 .  

                         

Tetapi, karena 𝐵0 dan 𝐷0 adalah sudut lancip maka tan 𝐵0 > 0 dan  tan 𝐷0 > 0. 

Akibatnya, 0tantan 00  DB . Oleh karena itu, agar   

      
00

00

tantan1

tantan
0

DB

DB




 ,  

maka haruslah 0tantan1 00  DB .  Sehingga .1tantan 00 DB  Dengan demikian, 

disimpulkan bahwa 0000 tantantantan DBCA  . Maka berlaku .bdac   Dengan cara 

yang serupa untuk kasus 0

00

0 180220  CA  dan 0

00

0 36022180  DB , maka 

berturut turut diperoleh 1tantan 00 CA   dan 1tantan 00 DB . sehingga, disimpulkan 

juga 0000 tantantantan DBCA  .          Maka  berlaku .bdac     

 Selanjutnya,  diberikan sebuah lemma yang menunjukkan hubungan antara jari-

jari lingkaran dalam dengan panjang garis singgung pada segi-empat Circumscriptible. 

Lema 3.4.2  Misalkan ABCD adalah segi-empat Circumscriptible dengan panjang  garis 

singgung dari titik sudut  𝐴, 𝐵, 𝐶 dan D  berturut-turut adalah a, b, c dan  d, dan r adalah 

jari-jari lingkaran dalamnya. Jari-jari lingkaran dalam dapat dinyatakan dalam bentuk    

              
dcba

abcabdacdbcd
r




2

. 
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Bukti. Misalkan 𝐴𝐵𝐶𝐷 adalah segi-empat yang mana besar sudut  A, B, C dan D  

berturut-turut adalah 2𝐴0, 2𝐵0, 2𝐶0 dan 2𝐷0 ( lihat gambar 20 ), dan misalkan  

             𝛼 = tan 𝐴0 , 𝛽 = tan 𝐵0 , 𝛾 = tan 𝐶0  dan  𝛿 = tan 𝐷0.                 

Misalkan juga 

                   1
 

                  2
 

                  3  

                 .4    

     tan(𝐴0 + 𝐵0 + 𝐶0 + 𝐷0) =
tan(𝐴0 + 𝐵0) + tan(𝐶0 + 𝐷0)

1 − tan(𝐴0 + 𝐵0) ⋅ tan(𝐶0 + 𝐷0)
 

                                                   =

tan 𝐴0 + tan 𝐵0

1 − tan 𝐴0 ⋅ tan 𝐵0
+

tan 𝐶0 + tan 𝐷0

1 − tan 𝐶0 ⋅ tan 𝐷0

1 −
tan 𝐴0 + tan 𝐵0

1 − tan 𝐴0 ⋅ tan 𝐵0
⋅

tan 𝐶0 + tan 𝐷0

1 − tan 𝐶0 ⋅ tan 𝐷0

 

                                                   =

𝛼 + 𝛽
1 − 𝛼𝛽

+
𝛾 + 𝛿

1 − 𝛾𝛿

1 −
𝛼 + 𝛽

1 − 𝛼𝛽
⋅

𝛾 + 𝛿
1 − 𝛾𝛿

 

                                                   =
(1 − 𝛾𝛿)(𝛼 + 𝛽) + (1 − 𝛼𝛽)(𝛾 +𝛿)

(1 − 𝛾𝛿)(1 − 𝛼𝛽) − (𝛼 + 𝛽)(𝛾 +𝛿)
 

                                             

.
)(1

)()(








  

      
42

31

0000
1

)tan(







 DCBA                          …3.4.17 

 Pada sebarang segi-empat, jumlah keempat sudutnya sama dengan 0360 . Karena 

besar sudut segi-empat ABCD adalah   2𝐴0, 2𝐵0, 2𝐶0 dan 2𝐷0, maka : 

             .3602222 0

0000  DCBA  Sehingga 0

0000 180 DCBA .  

Oleh karena itu,  berdasarkan persamaan 6.4.17 diperoleh 

                      42

310

1
180tan









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                                42

31

1
0








  

 Pada pembuktian Lema 6.4.1, telah ditunjukkan bahwa : 

a) Jika  𝐴0 + 𝐶0 = 𝐵0 + 𝐷0 = 900,  maka 𝛼𝛾 = 𝛽𝛿 = 1 . 

b) Jika 0

00

0 18090  CA
 
dan 0

00

0 900  DB , maka 𝛼𝛾 > 1 dan 𝛽𝛿 < 1. 

c) Jika 0

00

0 900  CA  dan 0

00

0 18090  DB , maka 𝛼𝛾 < 1  dan 𝛽𝛿 > 1.  

Berikut ini, menggunakan ketiga hasil tersebut akan ditunjukkan bahwa .142   

Kasus 1.  

Jika  𝛼𝛾 = 𝛽𝛿 = 1, maka    42  

                                                       1111    

                                               .1   

Karena  𝐴0, 𝐵0, 𝐶0 dan  𝐷0 sudut lancip maka berlaku 0   dan 0 . 

Akibatnya   

                 1142   . 

Kasus 2.  

Jika 𝛼𝛾 > 1 dan 𝛽𝛿 < 1, maka   42  

                                                               )1(    

                                                               )1(    

                                                                  1   

                                                               1 . 

Kasus 3.  

Jika 𝛼𝛾 < 1 dan 𝛽𝛿 > 1, maka   42  

                                                               )1(    

                                                               )1(    

                                                                  1   
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                                                               1 . 

Dari kasus 1, 2 dan 3 dapat disimpulkan bahwa 𝜀2 − 𝜀4 ≠ 1. Sehingga  pada persamaan  

                      0
1 42

31 







 haruslah. 031  .  

Dengan demikian,  

           31    

                      𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 = 𝛼𝛽𝛾 + 𝛼𝛾𝛿 + 𝛽𝛿𝛾 + 𝛼𝛽𝛿.       …3.4.18 

 Misalkan segi-empat ABCD tersebut adalah Circumscriptible. Maka persamaan 

(3.4.11 ) berlaku. Jika persamaan (3.4.11 ) disubtitusikan ke persamaan (3.4.18 ) maka 

diperoleh 

 
dcba

abcabdacdbcd
r




2

.                     

 Berikut ini diberikan sebuah lemma yang menunjukkan hubungan antara panjang 

diagonal dengan panjang garis singgung pada segi-empat Circumscriptible. Adapun 

dalam pembuktiannya menggunakan Lemma 3.4.2. 

Lema 3.4.3   Misalkan ABCD adalah segi-empat Circumscriptible dengan panjang 

diagonal  AC  dan  BD  berturut-turut  adalah  u  dan  v.  Misalkan juga panjang  garis 

singgung dari titik sudut  𝐴, 𝐵, 𝐶 dan D  berturut-turut adalah a, b, c dan  d. Panjang  

diagonal-diagonal segi-empat ABCD  dapat dinyatakan dalam bentuk  

)4))(((2 acdbca
ca

db
v 




  dan ).4))(((2 bddbca

db

ca
u 




  

Bukti.  Misalkan 𝐴𝐵𝐶𝐷 adalah segi-empat yang mana  besar sudut   A, B, C dan D 

berturut-turut adalah 2𝐴0, 2𝐵0, 2𝐶0 dan 2𝐷0.  

perhatikan     

0

2

0

2

0 sincos2cos AAA   

                
0

2

0

2

0

2

0

2

cos
cos

sincos
A

A

AA




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0

20

2

sec

1
)tan1(

A
A   

.
tan1

tan1
2cos

0

2

0

2

0
A

A
A




  

 

Gambar 3.4.13
 

              …( 3.4.19 ) 

            Misalkan segi-empat ABCD tersebut adalah Circumscriptible dengan panjang 

diagonal  AC  dan  BD  berturut-turut  adalah  u  dan  v.  Misalkan juga panjang  garis 

singgung dari titik sudut  𝐴, 𝐵, 𝐶 dan D  berturut-turut adalah a, b, c dan  d, dan r adalah 

jari-jari lingkaran dalamnya (lihat gambar 3.4.11). Maka persamaan ( 3.4.11 )  berlaku.  

Jika persamaan (3.4.11 ) disubtitusikan ke persamaan ( 3.4.19 ) maka diperoleh  

              
2

2

0

1

1

2cos























a

r

a

r

A  

                            .
22

22

ra

ra




                                   …(3.4.20) 

Menggunakan Lemma 3.4.3 pada persamaan 3.4.20, maka diperoleh  

             































dcba

abcabdacdbcd
a

dcba

abcabdacdbcd
a

A
2

2

02cos  

                         
)()(

)()(
2

2

abcabdacdbcddcbaa

abcabdacdbcddcbaa




  
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                         .
))()((

)()(2

dacaba

abcabdacdbcddcbaa




      …(3.4.21) 

Dengan cara yang serupa diperoleh       

     .
))()((

)()(
2cos

2

0
dcdadb

abcabdacdbcddcbad
D




                   …(3.4.22)              

 Selanjutnya, menggunakan aturan Kosinus pada  ∆𝐵𝐴𝐷  dan ∆𝐴𝐶𝐷 yang berada 

pada segi-empat Circumscriptible ABCD (lihat gambar 3.4.11), maka berturut-turut 

diperoleh  

 
0

222 2cos))((2)()( Adabadabav             …(3.4.23) 

dan   

           .2cos))((2)()( 0

222 Ddcdadcdau           …(3.4.24) 

Dengan mensubtitusi persamaan (3.4.11) ke persamaan (3.4.13), maka diperoleh 

          
0

222 2cos))((2)()( Adabadabav   

                acdbcddcbaadabadaba  ()()[)((2)( 222
 

                 ))()(/()] dacabaabcabd   

                )]([
2

)()( 222 abcabdacdbcddcbaa
ca

daba 


       

              dacabaadadababaca 22232222 [2]22)[((                                 

                 )/()])( caabcabdacdbcd                  

              baaadababdbddbca 23222 [2]22222)[((         

                 )/()])(22 caabcabdacdbcddaca                  

              cabaaadababdcadbca 22322 [2))((2))(((   

                 )/()])(2 caabcabdacdbcdda   

              acdabccabcddabaaabddbca  22232 (2))(((  

                 )/())2223 caabcabdacdbcddacabaa   
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ca

acdabcdbca






)22(2))(( 2

 

              
ca

dbacdbca






)(4))(( 2

 

          .4))((2 acdbca
ca

db
v 




  

Dengan mensubtitusi persamaan (3.4.22) ke persamaan (3.4.24) maka diperoleh 

           𝑢2 = (𝑎 + 𝑑)2 + (𝑐 + 𝑑)2 − 2(𝑎 + 𝑑)(𝑐 + 𝑑) cos 2𝐷0  

                acdbcddcbaddcdadcda  ()()[)((2)( 222
 

                 ))()(/()] dcdadbabcabd 
 

         )]([
2

)()( 2222 abcabdacdbcddcbad
db

dcdau 


  

            dacdbdddcdcdadadb 22232222 [2]22)[((         

                )/()])( dbabcabdacdbcd                  

            addcdaddacaccadb 23222 [2]22222)[((         

               )/()])(22 dbabcabdacdbcdcdbd                  

           bdaddcdaddacdbcadb 22322 [2))((2))(((   

              )/()])(2 dbabcabdacdbcdcd                            

           acdabdbdadbcdcddabccadb  22232 (2))(((                                                                                                              

             )/())2223 dbabcabdacdbcdadcdbdd   

           
db

bcdabdcadb






)22(2))(( 2

 

           
db

cabdcadb






)(4))(( 2

 

       .4))((2 bddbca
db

ca
u 




                           
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 Berikut ini diberikan sebuah teorema yang menyatakan adanya hubungan antara 

panjang diagonal dengan panjang garis singgung pada segi-empat Bisentrik. Pada 

prinsipnya pada teorema 3.4.3 sudah diberikan hubungan antara perbandingan panjang 

diagonal tersebut untuk segi-empat siklik (tali busur), berikut ini diberikan lagi hubungan 

yang sama, akan tetapi diberlakukan untuk segi-empat  Circumscriptible dan menjadi 

syarat perlu dan cukup untuk segi-empat siklik. Berikut teorema yang dimaksud.  

Teorema 3.4.5  Misalkan ABCD adalah segi-empat Circumscriptible dengan panjang 

diagonal  AC  dan  BD  berturut-turut  adalah  u  dan  v. Misalkan juga  panjang  garis 

singgung dari titik sudut  𝐴, 𝐵, 𝐶 dan D  berturut-turut adalah a, b, c dan  d ( lihat gambar 

3.4.11 ). Segi-empat ABCD  adalah Siklik  jika dan  hanya jika 
db

ca

v

u




 . 

 Menggunakan Lema 3.4.1  dan 3.4.2, diberikan pembuktian singkat dari Teorema 

3.4.5 berikut ini. 

Bukti. . Misalkan segi-empat ABCD adalah Circumscriptible. Akan ditunjukkan 

bahwa jika segi-empat ABCD adalah Siklik maka 
db

ca

v

u




 . Misalkan segi-empat 

ABCD adalah Siklik. Berdasarkan Lema 6.4.1, berlaku            

           bdac  . 

Jika kedua ruas dikalikan dengan 4, kemudian   ditambahkan dengan ))(( dbca   maka 

diperoleh  

     bddbcaacdbca 4))((4))((   

Menggunakan Lema 6.4.3, maka diperoleh 

                           
ca

dbu

db

cav








 )()( 22

 

                           
db

ca

v

u




 .      

. Sebaliknya, akan ditunjukkan bahwa jika 
db

ca

v

u




  maka ABCD adalah Siklik. 

Misalkan  
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db

ca

v

u




 . 

 Jika kedua ruas dikuadratkan maka diperoleh  

                      ca

dbu

db

cav








 )()( 22

.  

Menggunakan Lemma 6.3.4, maka diperoleh   

                       bddbcaacdbca 4))((4))((                                         

                   bdac  . 

Berdasarkan Lema 3.4.1, maka disimpulkan segi-empat ABCD adalah Siklik.            

 Dalam berbagai buku teks, banyak dibuktikan jari-jari lingkaran luar untuk segi-

empat tali busur, akan tetapi proses pembuktiannya selalu dengan menggunakan 

pendekatan geometri yang sangat berbelit-belit. Bukti cara lain tidak diberikan disini, 

akan tetapi berikut ini akan diberikan cara pembuktian jari-jari lingkaran luar dengan 

menggunakan konsep geometri yang lebih sederhana seperti yang diberikan di atas. 

Teorema 3.4.6:  Diketahui tahui segi-empat talibusur ABCD dengan panjang AB = a cm, 

BC = b cm dan CD = c cm serta DA = d cm. Maka jari-jari lingkaran luarnya adalah 

𝑅 =  
√(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑)(𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)

4 𝐿
 

Bukti :  Kembali perhatikan gambar 3.1.13 atau 3.1.14 di atas,  sama seperti langkah di 

atas yaitu untuk ABC dan ACD diperoleh 

 abp = 4R  LABC 

 cdp = 4R  LADC 

yang kalau kedua persamaan di atas dijumlahkan akan diperoleh 

 (ab + cd).p  = 4R  Luas ABCD 

Jadi 

 𝑅 =  
(𝑎𝑏+𝑐𝑑)

4
. 𝑝  
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     =  
𝑎𝑏+𝑐𝑑

4𝐿
. √

(𝑎𝑑+𝑏𝑐).(𝑎𝑐+𝑏𝑑)

𝑎𝑏+𝑐𝑑
 

               =  
√(𝑎𝑏+𝑐𝑑)(𝑎𝑐+𝑏𝑑)(𝑎𝑑+𝑏𝑐)

4 𝐿
      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Soal Latihan 5. 

1. Tentukanlah bentuk Persamaan yang dapat dihasilkan seperti pada teorema Carnot I, 

jika titik P berada diluar ABC 

2. Periksalah apakah ketaksamaan Erdos-Mordell berlaku jika titik P berada di luar 

segitiga ABC. Kalau berlaku silakan dibuktikan dan kalau tidak berlaku berikan 

contoh penyangkalnya. 

3. Jika P tidak berada pada busur AC pada lingkaran luar ABC, maka tunjukkan 

bahwa  

AC . PB + BC . PA > AB . PC 

4. Tunjukkan bahwa teorema Pythagoras adalah bentuk khusus dari teorema 

Ptolemaeus. 

5. Diketahui trapesium samakaki ABCD (AB sejajar DC). Buktikan bahwa 

(AC)2 – (AD)2 = AB  CD 

6. Gunakan teorema Ptolemy untuk membuktikan rumus-rumus trigonometri misalnya 

tan (+) dan tan (-). 
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7. Jika  pada gambar disebelah, ABCD 

adalah segi-empat siklik, tunjukkan 

bahwa ABE = D 

8. Jika pada gambar disebelah pada 

segi-empat ABCD berlaku ABE = 

 D, tunjukkan bahwa ABCD adalah 

segi-empat siklik. 

9. Jika P adalah titik potong sebarang 

segi-empat sikllik,  tunjukkan bahwa 

         AP . PC = BP . PD. 

 

10. Pada sebuah lingkaran yang berpusat di titik O dibuat busur AB dan AC, dengan X 

dan Y merupakan titik tengah dari busur AB dan AC, buktikan bahwa O, X, A dan Y 

adalah titik yang consiklik. 

11. Jika pada sebuah trapesium ABCD, dengan AB sejajar dengan DC, misalkan E titik 

tengah dari sisi BC. Tunjukkan bahwa 2LAED = LABCD 

12. Jika ABCD adalah segi-empat Konvek. Tunjukkan bahwa luas segi-empat tersebut 

adalah 

𝐾2 = (𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)(𝑠 − 𝑑) − 𝑎𝑏𝑐𝑑 𝑐𝑜𝑠2 (
𝐴 + 𝐶

2
) 

13. Perhatikan gambar disebelah. Misalkan O 

titik pusat lingkaran luar ABC dengan 

diameter d, jika BAC = , tunjukkan bahwa 

sin  = BC/d. 
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14. Pada jajaran genjang ABCD seperti 

gambar disebelah. Sebuah lingkaran 

melalui titik A memotong sisi AB, 

AD dan AC masing-masing dititik P. 

Q dan R. Tunjukkan berlaku : 

      AP . AB + AQ . AD = AR . AC 

 

15. Buktikan teorema Pythagoras dengan menggunakan teorema Ptolemy 

16. Buktikan teoema Van Schooten’s dengan menggunakan teorema Ptolemy 

17. *) Diketahui segitiga samasisi ABC dan titik P terletak sedemikian rupa sehingga 

jumlah jarak P ke A dan jarak P ke C tidak lebih jauh dari jarak P ke B. Buktikan 

bahwa PB = PA + PC jika dan hanya jika P terletak pada lingkaran luar ABC 

18. *) Diketahui ABC samakaki (AB = AC), dibuat lingkaran lluar dan titi P terletak 

pada busur BC. Buktikan bahwa : 

𝑃𝐴

𝑃𝐵 + 𝑃𝐶
=  

𝐴𝐶

𝐵𝐶
 

19. **) Dalam segilima beraturan ABCDE dibuat lingkaran luar dan titik P terletak pada 

busur BC. Buktikan bahwa 

PA + PD = PB + PC + PE 

20. *). Jika pada segitiga ABC, masing-masing titik D, E dan F berada pada sisi BC, CA 

dan AB. Tunjukkan lingkaran luar dari AEF, BDF dan CDE berpotongan disatu 

titik. (titik perpotongannya itu disebut dengan titik Miquel). 

21. Jika ABCD adalah segi-empat siklik dengan panjang sisi a, b, c dan d. tunjukkan 

bahwa Luasnya adalah ))()()(( dscsbsasK   dengan s adalah 

semiperimeter. 
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 Garis Berat dan 

 Berbagai Pembuktiannya. 

 

Garis berat sangat banyak 

dipergunakan dalam Ilmu 

Matematika sendiri, statistika, secara 

khusus adalah menentukan 

keseimbangan dalam berbagai kasus 

dan berbagai disiplin Ilmu. Untuk itu 

sudah sewajarnya kita memahami 

dengan benar konsep Garis Berat 

dan titi kesemimbangan tersebut. 

 

 

 

 

 

 

BAB 

4 
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 Garis Berat dan 

 Berbagai Pembuktiannya  

 

Garis berat pada suatu segitiga, sudah dipelajari mulai dari mulai dari tingkat sekolah 

menengah. Garis berat ini merupakan salah satu garis-garis istimewa dalam suatu 

segitiga. Dalam berbagai buku teks, kebanyakan pembuktian panjang garis berat ini 

adalah dengan menggunakan teorema Stewart’s. Teorema Stewart’s itu sendiri proses 

pembuktiannya dengan cara yang tidak terlalu sederhana. Maka pada bagian ini akan 

dibahas berbagai cara untuk pembuktian atau penurusan rumus dari panjang garis berat 

pada suatu segitiga. Tujuannya adalah untuk memberikan wawasan kepada mahasiswa 

agar memiliki kemampuan/skill untuk berinovasi dalam membuktikan suatu teorema. 

4.1. Teorema Stewart’s dan Teorema Apollonius.   

disini hanya akan diberikan sebahagian yaitu yang terkait dengan hubungan sisi dan 

sudut. Untuk yang pertama akan diberikan hubungan antara panjang sisi segitiga jika 

sebuah garis kita tarik dari sebarang titik sudutnya, secara khusus hal ini dikenal dengan 

teorema Stewart’s berikut ini. 

Teorema Stewart’s : 4.1.1. diberikan sebuah segitiga ABC, pada sisi BC dibuat titik X 

dengan perbandingan BX : XC = r : s, jika panjang sisi AX adalah p, maka berlaku : 

  a(p2 + rs) = b2r + c2s 

BAB 

4 
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Bukti : Misalkan B = , gunakan hokum kosinus untuk AXB, maka diperoleh  

          
pr

cpr
 cos

2

222 
  

Kemudian gunakan juga hokum kosinus untuk BXC, yang memberikan 

.
2

cos
222

ps

psb 
  

Jadi  

.
22

222222

ps

psb

pr

cpr 



 

Karena a = r + s, maka dari persamaan di 

atas diperoleh a(p2 + rs) = b2r + c2s 

 

gambar 4.1.1 

Perlu diperhatikan bahwa dalam berbagai buku, teorema stewart’s di atas ditulis 

dalam bentuk berikut 

 ap2 = b2.r + c2.s – rsa       ( 4.1.1) 

Pada prinsipnya teorema stewart’s tersebut juga berlaku jika A adalah tumpul, 

untuk memahaminya dapat penulis lakukan sebagai latihan. Berikut ini akan diberikan 

bukti lain dari teorema Stewart’s yang hasilnya ditulis dalam bentuk seperti persamaan 

(4.1.1), akan tetapi dibuktikan untuk A yang tumpul dan dengan memberikan notasi 

yang berbeda dengan bukti yang di atas. 

 

Bukti lain teorema Stewart’s 

Perhatikan gambar 4.2.2a.  buat garis dari titik C ke AB dan katakana titik potongnya 

adalah D, sebut AD = c1 dan DB = c2. Kemudian dari titik C buat garis tinggi ke sisi AB 

(seperti gambar 4.1.2b). Katakan titik potongnya dengan garis AB adalah di titik E dan 

katakan panjang DE = m. kemudian katakana panjang sisi CD = x, akan ditunjukkan 

                𝑥2. 𝑐 =  𝑎2𝑐1 +  𝑏2. 𝑐2 − 𝑐1𝑐2𝑐 
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Berdasarkan teorema proyeksi  pada  segitiga lancip/tumpul, maka pada DBC berlaku 

              𝑎2 = 𝑥2 + 𝑐2
2 + 2𝑚𝑐2 

              𝑚 =
−𝑥2−𝑐2

2+𝑎2

2𝑐2
                (4.1.2)    

Kemudian pandang ADC 

(lancip),kembali berdasarkan 

teorema proyeksi pada segitiga 

lancip/tumpul dipreoleh 

     𝑏2 = 𝑥2 + 𝑐1
2 − 2𝑚𝑐1 

Maka diperoleh 

    𝑚 =
𝑥2+𝑐1

2−𝑏2

2𝑐𝑐
           (4.1.3) 

Maka dari persamaan (4.1.2) 

dan (4.1.3) diperoleh 

 

 

Gambar 4.1.2a 

gambar 4.1.2b 

                          
𝑥2+𝑐1

2−𝑏2

2𝑐1
=

−𝑥2−𝑐2
2+𝑎2

2𝑐2
 

                             𝑥2𝑐2 + 𝑐1
2𝑐2 −  𝑏2𝑐2 = −𝑥2𝑐1 −  𝑐1

2𝑐1 +  𝑎2𝑐1 

                                  𝑥2(𝑐1 + 𝑐2) =  𝑎2𝑐1 +  𝑏2𝑐2 + 𝑐1𝑐2(𝑐1 + 𝑐2) 

                                  𝑥2𝑐 =  𝑎2𝑐1 +  𝑏2𝑐2 + 𝑐1𝑐2𝑐 

 Jika pada teorema stewart’s di atas titik X merupakan bisektor dari BC atau ABC 

merupakan segitiga samasisi, maka dipreleh bentuk khususnya yang sering disebut 

dengan teorema Apollonius, seperti berikut ini. 

 

Teorema Apollonius  4.1.2: Jika pada ABC dengan panjang sisi masing-masing adalah 

a, b dan c, dan BX merupakan bisektor dari AC, bila panjang BX = m, maka berlaku 

                                          .2/2 2222 amcb   
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Dan jika b = c, maka segitiga tersebut menjadi segitiga samasisi dan berlaku 

.)2/( 222 bam   

Bukti : gunakan lansung teorema Stewart’s (4.1.1)    

 

 

 

4.2. Panjang Garis Tinggi 

Penurunan Panjang garis berat dengan menggunakan Teorema Stewart’s adalah cara 

penurunan yang banyak digunakan dalam berbagai buku teks. 

Definisi 4.2.1 Garis berat adalah garis yang ditarik dari suatu titik sudut segitiga dan 

membagi sisi dihadapannya menjadi dua bagian sama panjang. 

Gambar 4.2.1a: 

Perhatikan Gambar 4.2.1a, jika pada 

∆ABC ditarik garis dari titik A  ke sisi 

BC berpotongan di titik D dan membagi 

sisi BC menjadi dua bagian yang sama 

panjang yaitu BCCDBD
2

1
 , maka 

AD merupakan garis berat dari ∆ABC. 

 

Teorema khusus berikutnya yang akan dibahas adalah hubungan antara panjang 

sisi-sisi suatu segi tiga dengan panjang garis berat (yaitu garis dari suatu titik sudut yang 

membagi sisi dihadapannya atas dua bahagian yang sama panjang).  

Teorema  4.2.1: misalkan ABC dengan sisi a, b dan c serta  za, zb dan zc masing-masing 

menyatakan garis berat dari ke masing-masing sisi a, b dan c, maka berlaku 

                          𝑧𝑎
2 =

1

2
𝑏2 +  

1

2
𝑐2 − 

1

4
𝑎2 
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                         𝑧𝑏
2 =

1

2
𝑎2 +  

1

2
𝑐2 − 

1

4
𝑏2 

                         𝑧𝑐
2 =

1

2
𝑎2 +  

1

2
𝑏 −  

1

4
𝑐2 

Bukti : diketahui ABC, dengan za = AD (seperti pada gambar  4.2.1b).  Dari teorema 

Stewart akan diperoleh 

 

Gambar 4.2.1b 

𝑧𝑎
2. 𝑎 = 𝑏2.

1

2
. 𝑎 +  𝑐2.

1

2
. 𝑎 − 

1

2
𝑎.

1

2
𝑎. 𝑎 

𝑎. 𝑧𝑎
2 = 𝑎. (

1

2
𝑏2 +  

1

2
𝑐2 −  

1

4
𝑎2) 

Sehingga maka diperolehlah 

𝑧𝑎
2 =

1

2
𝑏2 +  

1

2
𝑐2 −  

1

4
𝑎2 

 

Teorema  4.2.2: Garis yang membagi sisi di depannya menjadi dua bagian yang 

berbanding seperti sisi-sisi yang berdekatan. 

Bukti : perhatikan gambar 4.2.2a kemudian tarik garis AD, selanjutnya buat titik E dan F 

sehingga DE  AB dan DF  AC sehingga ADE  ADF.  Sebut CD = a1  dan  DB = a2. 

Akan dibuktikan bahwa berlaku a1 : a2 = c : b. 

 

 

Gambar  4.2.2a 

 

Gambar 4.2.2b 
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Perhatikan ABD dan ACD 

                                             
𝐿∆𝐴𝐵𝐷

𝐿∆𝐴𝐶𝐷
=

1

2
.𝐴𝐵.𝐷𝐸

1

2
.𝐴𝐶.𝐷𝐹

=
𝑐

𝑏
 

Jika garis tinggi dari A disebut za , maka berlaku 

                            
𝐿∆𝐴𝐵𝐷

𝐿∆𝐴𝐶𝐷
=

1

2
.𝐵𝐷.𝑧𝑎

1

2
.𝐶𝐷.𝑧𝑎

=
𝑎1

𝑎2
 

Sehingga dapat disimpulkan a1 : a2 = c : b.     

         Teorema 4.2.2 tersebut juga dapat dibuktikan dengan cara sebagai berikut : . 

Perhatikan Gambar 4.2.3. Pada ∆𝐴𝐵𝐶 dari titik  𝐶 ditarik garis sejajar garis bagi 𝐵𝐷 

yaitu 𝐶𝐸. 

 

Gambar 4.2.3  

Karena garis 𝐵𝐷 sejajar garis  𝐶𝐸 maka diperoleh 

CBDABD   (𝐵𝐷 adalah garis bagi),    (4.2.1) 

ABDAEC 
 
(sudut saling sehadap),    (4.2.2)

 
CBDBCE 

 
(sudut dalam berseberangan).  (4.2.3) 

Dari persamaan (4.2.1), (4.2.2) dan (4.2.3) diperoleh BCEAEC 
 
maka ∆𝐶𝐵𝐸 adalah 

segitiga sama kaki sehingga  

  .BCBE             (4.2.4) 

Pada ∆𝐴𝐸𝐶 garis 𝐵𝐷 sejajar garis  𝐶𝐸 maka diperoleh perbandingan sisi-sisinya 

.
BE

AB

DC

AD
            (4.2.5) 

Bila persamaan (4.2.4) disubstitusikan ke dalam persamaan (4.2.5) maka diperoleh 
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acbb :: 21  .       (4.2.6) 

Karena  𝑏1 + 𝑏2 = 𝑏,  dengan demikian persamaan (4.2.6) diketahui perbandingan dan 

jumlahnya sehingga menjadi 

,1
ca

bc
b


                 (4.2.7) 

.2
ca

ab
b


          (4.2.8) 

 

Teorema 4.2.4 Jika 𝐵𝐷 adalah garis bagi dalam ∠𝐵 dan 𝑏1 dan 𝑏2 adalah sisi dihadapan 

garis bagi, 𝑎 dan 𝑐 merupakan sisi yang berdekatan maka berlaku rumus  untuk panjang 

garis bagi dalam ∠𝐵  adalah  

.21

2 bbacBD                   (4.2.9) 

Bukti. Perhatikan kembali ∆𝐴𝐵𝐶  pada Gambar 4.2.4, berdasarkan Teorema Stewart 

diperoleh 

.212

2

1

22 bbbbcbabBD        (4.2.10) 

Berdasarkan Teorema 4.2.3 diketahui bahwa 

.21 cbab          (4.2.11) 

Bila persamaan (4.2.11) disubstitusikan ke dalam persamaan (4.2.10) maka diperoleh 

,2112

2 bbbabccbabBD   

 ,)( 2121

2 bbbbbacbBD   

.21

2 bbacBD      

Bila persamaan (4.2.7) dan persamaan (4.2.8) disubstitusikan ke persamaan (4.2.11) 

maka rumus untuk panjang garis bagi bisa diubah dalam bentuk  

.
)(

1
2

2
2













ca

b
acBD                          (4.2.12) 

Berikut ini akan ditunjukkan bahwa teorema 4.2.2 juga berlaku untuk garis bagi 

luar. Bila diketahui ABC, kemudian buat garis bagi luar C, perpanjang sisi BA 
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sehingga memotong garis bagi tadi di titik D (seperti gambar 4.2.6), kemudian buat garis 

tegak lurus dari titik D ke AC dan perpanjangan sisi BC.  Sebut AD = p dan BD = q,  akan 

ditunjukkan bahwa berlaku 

                    𝐶𝐷2 = 𝑝𝑞 − 𝑎𝑏 

 

Gambar 4.2.6    

Menurut teorema 4.2.1  (teorema Stewart) berlaku : 

𝑏2𝑞 = 𝐶𝐷2. 𝑐 +  𝑎2. 𝑝 − 𝑝𝑐𝑞 

𝐶𝐷2. 𝑐 = 𝑝𝑞𝑐 +  𝑏2. 𝑞 − 𝑎2. 𝑝 

𝐶𝐷2. 𝑐 = 𝑝𝑞𝑐 +  𝑏(𝑏. 𝑞) − 𝑎(𝑎. 𝑝) 

𝐶𝐷2. 𝑐 = 𝑝𝑞𝑐 +  𝑏(𝑎. 𝑝) − 𝑎(𝑏. 𝑞) 

𝐶𝐷2. 𝑐 = 𝑝𝑞𝑐 +  𝑎𝑏𝑝 − 𝑎𝑏𝑞 

𝐶𝐷2. 𝑐 = 𝑝𝑞𝑐 + 𝑎 𝑏(𝑝 − 𝑞) 

𝐶𝐷2. 𝑐 = 𝑝𝑞𝑐 − 𝑎𝑏𝑐 

𝐶𝐷2 = 𝑝𝑞 − 𝑎𝑏 
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4.3. Penurunan Secara Trigonometri. 

Perhatikan kembali teorema 4.2.1, berikut ini akan diberikan pembuktiannya secara 

geometri dan pembuktian juga akan diberikan dalam 2 cara dan untuk kasus segitiga 

lancip dan segitiga tumpul. 

Cara I. 

 

Gambar 4.3.1. 

Perhatikan ∆ABD pada Gambar 4.3.1. 

Berdasarkan aturan cosinus diperoleh  

     .cos2222 BDADBDADAB    (3.1) 

Kemudian perhatikan ∆ADC, juga 

berdasarkan aturan cosinus diperoleh  

 

 
     ,cos2222 CDADCDADAC   

                .cos2222 CDADCDADAC       (4.3.1) 

Apabila persamaan di atas dijumlahkan maka diperoleh 

 ,2 22222 CDBDADACAB     

            ,2 22222 CDBDACABAD   

 
.

2

1

2

1

2

1

2

1 22222 CDBDACABAD 
 

Karena BCCDBD
2

1
  sehingga diperoleh 

 
,

2

1

2

1

2

1

2

1 22222 CDCDACABAD 
 

                     
.

2

1

2

1 222 CDABAC 
 

                    

,
2

1

2

1

2

1
2

22








 BCABAC

         

          
.

4

1

2

1

2

1 2222 acbAD   
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Cara II.
 

Kasus Segitiga Lancip 

Pada kasus ini, konstruksi gambar segitiga masih sama dengan Cara I tetapi sudut β 

berada pada segitiga lancip di titik B.   

 

 

Gambar 4.3.1 

Perhatikan ∆ABC, dengan aturan cosines 

diperoleh  

     ,cos2222 BCABABBCAC   

    
.

2
cos

222

BCAB

ACABBC 


 . . .  (4.3.2)

  (4.3.2 

  

Kemudian untuk ∆ABD, diperoleh  

     .cos2222 BDABBDABAD       (4.3.3) 

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan (4.3.2) ke persamaan (4.3.3) diperoleh 

 

   
   

,
2

2
222

222








 


BCAB

ACABBC
BDABBDABAD

 

Berdasarkan Definisi 2.4 diketahui bahwa BCBD
2

1
  sehingga diperoleh

 

 

 
   

,
22

1
2

2

1 2222

22








 



















BCAB

ACABBC
BCABBCABAD

 
                    

,
24

1 222
22








 


ACABBC
BCAB

           

                    
,

2

1

2

1

2

1

4

1 22222 ACABBCBCAB   

                   
,

4

1

2

1

2

1 222 BCABAC   

        
.

4

1

2

1

2

1 2222 acbAD 
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Kasus Sudut Tumpul 

Pada kasus ini, konstruksi gambar segitiga juga masih sama dengan kasus sudut lancip, 

tetapi sudut β berada pada segitiga tumpul di titik B.   

 

                             Gambar .4.3.2:   

 

Perhatikan ∆ABC pada Gambar 4.3.2.  Berdasarkan Teorema 4.2.7 diperoleh bahwa 

      ,cos2222 BCABBCABAC   

 
   

.
2

cos
222

BCAB

ACBCAB 
        (4.3.4) 

Kemudian perhatikan ∆ABD, berdasarkan aturan cosinus juga diperoleh bahwa 

     .cos2222 BDABBDABAD       (4.3.5) 

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan (4.3.4) ke persamaan (4.3.5) diperoleh 

 

   
   

,
2

2
222

222








 


BCAB

ACABBC
BDABBDABAD

 

Berdasarkan Definisi 2.4 diketahui bahwa BCBD
2

1
  sehingga diperoleh

 

 

 
   

,
22

1
2

2

1 2222

22








 



















BCAB

ACABBC
BCABBCABAD

 

                    

,
24

1 222
22








 


ACABBC
BCAB

 

                   
,

2

1

2

1

2

1

4

1 22222 ACABBCBCAB   
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,

4

1

2

1

2

1 222 BCABAC   

          
.

4

1

2

1

2

1 2222 acbAD 
 

 
 

 

4.4. Dengan Konsep Luas Daerah
 

Perhatikan ∆ABC pada Gambar 4.4.1.  Misalkan ∆ABC dengan sisi a, b, dan c sehingga 

luas segitiga  adalah 

     csbsassL   dengan .
2

cba
s


  

 

                                     Gambar 4.4.1:   

 

Jadi, luas ∆ABC pada Gambar 4.4.1 adalah 

,
2222

L 














 







 







 







 


cbacbacbacba
 

       ,
16

1
cbacbacbacba     

 
.222

4

1 422422422 ccabcbaba 
                           

(4.4.1) 

Perhatikan ∆ABD pada Gambar 4.4.1.  Berdasarkan Teorema 4.2.9 dan persamaan 

(4.4.1) diperoleh 

 
,222

4

1
LΔ 422422422 ccabcbabaABD 
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,
2

22
22

2
4

1 42

2

422

4

2

2

cc
a

ADcAD
a

AD
a





























          

                              

.
2

2
1624

1 42

2

422

4

2

2

cc
a

ADcAD
a

AD
a

                   (4.4.2) 

Selanjutnya perhatikan ∆ADC pada Gambar 4.4.1 diperoleh bahwa 

 
,222

4

1
LΔ 422422422 ccabcbabaADC 

 

                  

,
2

22
22

2
4

1 42

2

422

4

2

2

ADAD
a

bADb
a

b
a





























         

    

.
2

2
1624

1
LΔ 42

2

422

4

2

2

ADAD
a

bADb
a

b
a

ADC                  (4.4.3) 

Karena  

L∆ABD = L∆ADC.         (4.4.4) 

Apabila persamaan (4.4.2) dan (4.4.3) disubstitusikan ke persamaan (4.4.4) maka 

diperoleh 

    ,2LΔ2LΔ ADCABD   

             

,2
22

2 4222

2

42

2

22 bADbb
a

cc
a

cAD   

,
22

22 2
2

2
2

442222 c
a

b
a

cbcADbAD   

                   ,
2

2 22
2

2222222 cb
a

cbcbcbAD   

  ,
2

2
2

222 a
cbAD   

.
4

1

2

1

2

1 2222 acbAD   
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4.5. Dengan Menggunakan Teorema Pythagoras 

Pada bagian ini, untuk menurunkan rumus panjang garis berat suatu segitiga pada 

Teorema 4.2.2 adalah dengan mengkonstruksi garis tinggi pada suatu segitiga.  

Perhatikan ∆ABC pada Gambar 4.5.1, ditarik suatu garis dari titik sudut A tegak 

lurus ke sisi BC dan berpotongan di titik E. 

 

Gambar 4.5.1
 

Perhatikan ∆ABE dan ∆ACE pada 

Gambar 4.5.1. diperoleh 

.222 BEABAE    (4.5.1) 

.222 CEACAE    (4.5.2) 

 

 

Dan pada ∆ABE dan ∆ACE diperoleh 

.222 BEABAE    (4.5.1) 

.222 CEACAE    (4.5.2) 

Dari persamaan (4.5.1) dan (4.5.2) diperoleh 

 ,2222 CEACBEAB 

  ,2222 CEBEACAB   

            ,222 CECEBCAC   

              ,2 2222 CECECEBCBCAC   

                        ,222 CEBCBCAC   

             ,2 222 ABBCACCEBC   

        
    .

2

222 ABBCAC
CEBC


       (4.5.3) 

Perhatikan ∆ADE pada Gambar 4.5.1, maka  

 ,222 EDAEAD   

        ,
222 CDCECEAC 
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       ,2 2222 CDCDCECECEAC   

        .2222 CDCECDACAD   

Karena  BCCD
2

1
  sehingga diperoleh

 

     

,
2

1
2

2

1
22

22

















 BCCEBCACAD  

    
   .

4

1 222 CEBCBCACAD         (4.5.4) 

Apabila persamaan (4.5.3) disubstitusikan ke persamaan (4.5.4) maka diperoleh 

 

,
24

1 222
222








 


ABBCAC
BCACAD

 

          
,

2

1

4

1

2

1

2

1 22222 BCBCABACAC 
 

         
,

4

1

2

1

2

1 222 BCABAC   

.
4

1

2

1

2

1 2222 acbAD 
 

  

 

 

4.6. Dengan Konsep Proyeksi 

Selain dengan mengkonstruksi garis tinggi pada suatu segitiga, dengan menggunakan 

teorema proyeksi juga dapat diturunkan rumus panjang garis berat suatu segitiga pada 

Teorema 4.2.1. 

 Perhatikan ∆ABC pada Gambar 4.6.1, ditarik sebuah garis dari titik sudut A tegak 

lurus ke sisi BC dan berpotongan di titik E. 

          Selanjutnya perhatikan ∆ADB pada Gambar 4.6.1, jika garis AD diproyeksikan ke 

garis BD maka berdasarkan Teorema 4.2.1 diperoleh 

   .2222 DEBDADBDAB        (4.6.1) 
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             Kemudian perhatikan ∆ADC pada Gambar 4.6.1, jika garis AD diproyeksikan ke 

garis CD maka berdasarkan Teorema 4.2.1 diperoleh 

   .2222 DECDCDADAC       (4.6.2) 

Dengan menjumlahkan persamaan (4.6.1) dan (4.6.2) diperoleh bahwa   

       .222 22222 DECDDEBDADCDBDACAB   

Berdasarkan karena BCCDBD
2

1
  sehingga diperoleh 

 ,22 2222 ADCDACAB 

 

 ,22 2222 CDACABAD   

           
,

2

1

2

1 2222 CDABACAD 
 

         
 

,
2

1

2

1

2

1
2

22








 BCABAC

 

         
,

4

1

2

1

2

1 222 BCABAC   

           

.
4

1

2

1

2

1 2222 acbAD 
 

 

 

 

 

 

Gambar 4.6.1 
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4.7.  Dengan Konsep Kongruensi
 

Pada konsep kongruensi masih menggunakan teorema Pythagoras, tetapi cara 

mengkonstruksi gambar yang berbeda. Dengan menggunakan konsep kongruensi dapat 

diturunkan rumus panjang garis berat suatu segitiga pada Teorema 4.2.1. 

 Perhatikan ∆ABC pada Gambar 4.7.1, kemudian ditarik suatu garis dari titik sudut 

B tegak lurus ke sisi AD dan sebut sebagai titik E.  Selanjutnya ditarik lagi garis dari titik 

sudut C tegak lurus perpanjangan sisi AD dan sebut sebagai titik F.  

 
                         Gambar 4.7.1   

 

 Selanjutnya perhatikan ∆BDE dan ∆CDF pada Gambar 4.7.1, CDFBDE  , 

CFDBED  , dan CDBD  .  Selanjutnya dapat ditunjukkan bahwa ∆BDE ≅ ∆CDF, 

karena ∆BDE ≅ ∆CDF sehingga diperoleh sisi yang berkorespondensi kongruen yaitu 

.DEDF    Oleh karena DEDF   sehingga 

.DEDF           (4.7.1) 

Perhatikan ∆ABD pada Gambar 4.7.1, diperoleh 

,222 AEABBE          (4.7.2) 

.222 DEBDBE          (4.7.3) 

Kemudian dari persamaan (4.7.2) dan (4.7.3) diperoleh 

             ,2222 DEBDAEAB   

  ,2222 DEAEABBD   

            ,222 DEDEADAB   
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              ,2 2222 DEDEDEADADAB   

   .2222 DEADADABBD         (4.7.4) 

Selanjutnya perhatikan ∆AFC pada Gambar 4.7.1, juga diperoleh 

.222 DFCDCF            (4.7.5) 

.222 AFACCF           (4.7.6) 

Kemudian dari persamaan (4.7.5) dan (4.7.6) diperoleh 

          ,2222 AFACDFCD 

     ,2222 DFAFACCD   

          ,222 DFDFADAC   

             ,2 2222 DFDFDFADADAC   

    .2222 DFADADACCD        (4.7.7) 

Apabila persamaan (4.7.4) dan (4.7.7) dijumlahkan maka diperoleh 

       .22222222 DFADDEADADACABCDBD   

Berdasarkan persamaan (4.7.1) diketahui bahwa DE = DF sehingga diperoleh 

 ,222222 ADACABCDBD   

 ,222222 CDBDACABAD   .2

2

12

2

12

2

12

2

12 CDBDABACAD   

karena BCCDBD
2

1
  sehingga diperoleh 

 
,2

2

12

2

12

2

12

2

12 CDCDABACAD 

 

          

22

2

12

2

1
CDACAB  ,

2

2

12

2

12

2

1








 BCABAC

    

                    
,2

4

12

2

12

2

1
BCABAC   

         

,2

4

12

2

12

2

12 acbAD 
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4.8. Penurunan Dengan Konsep Kesebangunan 

Pada konsep kesebangunan juga masih menggunakan teorema Pythagoras tetapi cara 

mengkonstruksi gambarnya berbeda.  Dengan menggunakan konsep kesebangunan juga 

dapat diturunkan rumus panjang garis berat suatu segitiga pada Teorema 2.5. 

Cara I.  Perhatikan ∆ABC pada Gambar 4.4, ditarik suatu garis dari titik sudut B 

tegak lurus ke sisi AC, sebut sebagai titik S.  Kemudian ditarik lagi garis dari titik sudut C 

tegak lurus ke sisi AB, sebut sebagai titik E.  Selanjutnya ditarik garis dari titik sudut D 

tegak lurus ke sisi AB, sebut sebagai titik F dan ditarik lagi garis dari titik sudut D tegak 

lurus ke sisi AC, sebut sebagai titik R.  

 

                Gambar 4.8.1 

Perhatikan ∆BFD dan ∆BEC pada Gambar 4.8.1, BECBFD  dan 

EBCFBD  .  Berdasarkan Akibat Teorema 4.2.4 dapat ditunjukkan bahwa 

∆BFD~∆BEC, sehingga diperoleh 

.
BC

BD

BE

BF
           (4.8.1) 

Selanjutnya perhatikan ∆BFD dan ∆AFD pada Gambar 4.8.1, karena sejajar dan 

tegak lurus sehingga diperoleh 

 .222 BFBDDF          (4.8.2) 

.222 AFADDF         (4.8.3) 

Kemudian dari persamaan (4.8.2) dan (4.8.3) diperoleh 

      ,2222 AFADBFBD   
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     ,2222 BFAFADBD 

 

          ,222 BFBFABAD   

            ,2 2222 BFBFBFABABAD   

                   ,2222 BFABABADBD   

                    .2 222 ABADBDBFAB         (4.8.4) 

Selanjutnya perhatikan ∆BEC dan ∆AEC pada Gambar 4.4, karena sejajar dan 

tegak lurus sehingga berdasarkan Teorema 4.2.6 juga diperoleh 

.222 BEBCEC          (4.8.5) 

.222 AEACEC          (4.8.6) 

Kemudian dari persamaan (4.8.5) dan (4.8.6) diperoleh 

           ,2222 AEACBEBC   

      ,2222 BEAEACBC   

                    ,222 BEBEABAC   

                      ,2 2222 BEBEBEABABAC   

                     ,2222 BEABABACBC   

                     .2 222 ABACBCBEAB        (4.8.7) 

Dari perbandingan persamaan (4.8.4) dan (4.8.7) diperoleh bahwa 

   
   

,
2

2
222

222

ABACBCBEAB

ABADBDBFAB




 

        
.

222

222

ABACBC

ABADBD

BE

BF




        (4.8.9) 

Selanjutnya perhatikan ∆CRD dan ∆CSB pada Gambar 4.4, CSBCRD  dan 

BSCDRC  .  Berdasarkan Akibat Teorema 4.2.4 dapat ditunjukkan bahwa 

∆CRD~∆CSB, sehingga diperoleh 

.
BC

CD

CS

CR
          (4.8.10) 
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Perhatikan ∆CRD dan ∆ARD pada Gambar 4.4, karena sejajar dan tegak lurus 

sehingga berdasarkan Teorema 4.2.6 diperoleh 

.222 CRCDDR           (4.8.11) 

.222 ARADDR          (4.8.12) 

Dari persamaan (4.8.11) dan (4.8.12) diperoleh 

                      ,2222 ARADCRCD   

,2222 CRARADCD   

           ,222 CRCRACAD   

                                   ,2 2222 CRCRCRACACAD                                                     

                        .2 222 ACADCDCRAC                              (4.8.13) 

Selanjutnya perhatikan ∆CSB dan ∆ASB pada Gambar 4.4, karena sejajar dan 

tegak lurus sehingga berdasarkan Teorema 4.2.6 juga diperoleh 

  .222 CSBCBS            (4.8.14) 

.222 ASABBS     (4.8.15) 

Kemudian dari persamaan (4.8.14) dan (4.8.15) diperoleh 

,2222 ASABCSBC   

,2222 CSASABBC   

           ,222 CSCSACAB   

    ,2 22222 CSCSCSACACABBC   

              
    .2 222 ACABBCCSAC     (4.8.16) 

Dari perbandingan persamaan (4.8.13) dan (4.8.16) diperoleh 

   
   

,
2

2
222

222

ACABBCCSAC

ACADCDCRAC




 

.
222

222

ACABBC

ACADCD

CS

CR




         (4.8.17) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (4.8.1) ke persamaan (4.8.10) diperoleh bahwa 
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.
CS

CR

BE

BF


          (4.8.18) 

Kemudian apabila persamaan (4.8.9) dan (4.8.17) disubstitusikan ke persamaan (4.8.18) 

maka diperoleh 

,
222

222

222

222

ACABBC

ACADCD

ABACBC

ABADBD










 

     ,222222222222 ABACBCACADCDACABBCABADBD 

 ,02 222222  ABACCDADBCBD  

            ,2 222222 ABACCDBCBDAD 
 

           
,

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1 222222 ABACCDBCBDAD 
 

Karena BCCDBD
2

1
  diperoleh 

,
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1 222222 ABACCDBCCDAD 
 

       
.

2

1

2

1

2

1 2222 CDBCABAC 
 

 

,
2

1

2

1

2

1

2

1
2

2222








 BCBCABACAD

 

         
,

4

1

2

1

2

1 222 BCABAC 
 

           

.
4

1

2

1

2

1 2222 acbAD 
 

 
 

Cara II.
 

Pada cara ini pembahasannya masih menggunakan konsep kesebangunan.  Tetapi dengan 

mengkonstruksi gambar yang berbeda.  Selain itu juga dibahas untuk kasus segitiga 

lancip dan segitiga tumpul. 

1) Kasus Segitiga Lancip 
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Perhatikan ∆ABC pada Gambar 4.5, suatu garis ditarik dari titik sudut B tegak lurus ke 

sisi AC, sebut sebagai titik Q dan ditarik lagi garis dari titik sudut D tegak lurus ke sisi 

AC, sebut sebagai titik R.  

            Perhatikan ∆CRD dan ∆CQB pada Gambar 4.8.2, CQBCRD  dan 

BCQDCR  .  Berdasarkan Akibat Teorema 4.2.4 dapat ditunjukkan bahwa 

∆CRD~∆CQB, sehingga diperoleh 

 

 

                          Gambar 4.8.2 

      

,
BC

CD

CQ

CR
  

    .2 CQCR           (4.8.19) 

Selanjutnya perhatikan ∆CRD dan ∆ARD pada Gambar 4.5, karena sejajar dan tegak 

lurus maka 

   .222 CRCDDR          (4.8.20) 

    .222 ARADDR          (4.8.21) 

Kemudian dari persamaan (4.8.20) dan (4.8.21) diperoleh 

               ,2222 ARADCRCD   

           ,2222 CRARADCD   

                       ,222 CRCRACAD   

               ,2 22222 CRCRCRACACADCD   
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                    ,2 222 ACADCDCRAC   

           
.

2

222

AC

ACADCD
CR


        (4.8.22) 

Perhatikan ∆CQB dan ∆AQB pada Gambar 4.8.2, karena sejajar dan tegak lurus 

juga diperoleh 

    .222 CQBCBQ           (4.8.23) 

   .222 AQABBQ           (4.8.24) 

Dari persamaan (4.8.23) dan (4.8.24) diperoleh 

             ,2222 AQABCQBC   

            ,2222 CQAQABBC   

                 ,222 CQCQACAB   

             ,2 22222 CQCQCQACACABBC   

                 ,2 222 ACABBCCQAC   

        
.

2

222

AC

ACABBC
CQ


         (4.8.25) 

Kemudian apabila persamaan (4.8.22) dan (4.8.25) disubstitusikan ke persamaan (4.8.19) 

maka diperoleh 

  

    

,
22

2
222222








 








 

AC

ACABBC

AC

ACADCD
  

          ,222 222222 ACABBCACADCD    

          ,222 222222 ACABBCACCDAD   

            
.

2

1

2

1

2

1 222222 ACABBCACCDAD 
 

Berdasarkan Definisi 2.4 dan karena BCCD
2

1
  diperoleh 

       

        

,
2

1

2

1

2

1

2

1 2222

2

2 ACABBCACBCAD 







  
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,

4

1

2

1

2

1 222 BCABAC 
 

             
.

4

1

2

1

2

1 2222 acbAD   

 

2) Kasus Segitiga Tumpul 

Perhatikan ∆ABC pada Gambar 4.8.3, suatu garis ditarik dari titik sudut D tegak lurus 

perpanjangan sisi AB , sebut sebagai titik E.  Kemudian ditarik lagi garis dari titik sudut 

C tegak lurus perpanjangan sisi AB sebut sebagai titik F.   

 

        Gambar 4.8.3:   

 

Selanjutnya perhatikan ∆CFB dan ∆DEB pada Gambar 4.8.3, DEBCFB 

dan CBFDBE  .  karena ∆CFB~∆DEB, sehingga diperoleh 

      
,

BC

BD

BF

BE
  

   .2 BFBE            (4.8.26) 

Perhatikan ∆AFC dan ∆BFC pada Gambar 4.8.3, karena sejajar dan tegak lurus sehingga 

berdasarkan Teorema 4.2.6 diperoleh 

.222 BFBCCF           (4.8.27) 

      .222 AFACCF           (4.8.28) 

Dari persamaan (4.8.27) dan (4.8.28) diperoleh 
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              ,2222 AFACBFBC   

             ,2222 BFAFACBC   

                    ,2222 BFBFABAC   

           ,2 22222 BFBFBFABABACBC   

               ,2 222 BCABACBFAB   

                 
.

2

222

AB

BCABAC
BF


                              (4.8.29) 

 Perhatikan ∆AED dan ∆BED pada Gambar 4.6, karena sejajar dan tegak lurus 

sehingga diperoleh 

       ,222 BEBDDE          (4.8.30) 

      ,222 AEADDE          (4.8.31) 

Kemudian dari persamaan (4.8.30) dan (4.8.31) diperoleh 

            ,2222 AEADBEBD   

           ,2222 BEAEADBD   

                     ,222 BEBEABAD   

               ,2 22222 BEBEBEABABADBD   

              ,2 222 BDABADBEAB    

        
.

2

222

AB

ABBDAD
BE


        (4.8.32) 

Apabila persamaan (4.8.29) dan (4.8.32) disubstitusikan ke persamaan (4.8.26) maka 

diperoleh 

,
22

2
222222








 








 

AB

ABBCAC

AB

ABBDAD

 

            

,222 222222 ABBCACABBDAD   

,222 222222 ABBCACABBDAD    
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.
2

1

2

1

2

1 222222 ABBCACABBDAD 
 

Karena BCBD
2

1
  sehingga diperoleh 

,
2

1

2

1

2

1

2

1 2222

2

2 ABBCACABBCAD 









 

                 
,

4

1

2

1

2

1 222 BCABAC   

                
.

4

1

2

1

2

1 2222 acbAD 
 

  

 

 

 

Soal Latihan  6. 

1. Kalau teorema sudut bisektor, adalah untuk bisektor dalam tunjukkan bahwa teorema 

sudut bisektor juga berlaku untuk sudut luar 

2. Misalkan ABC dengan panjang sisi a = 11, b = c , jika titik D dan E berada pada sisi 

BC sehingga AD dan AE akan membagi A atas tiga bagian yang sama (trisect), 

tunjukkan bahwa AD = AE  dan berapakah panjangnya. 

3. Buktikan teorema Stewart untuk A yang tumpul. 

4. Coba buktikan Panjang garis bagi suatu sudut pada segitiba ABC dengan 

menggunakan konsep luas. 

5. Bisakah anda buktikan panjang garis bagi suatu sudut pada segitiba ABC dengan 

menggunakan rumus trigonometri. 

6. Gunakanlah pendekatan Proyeksi untuk menghitung panjang garis bagi pada suatu 

segitiga ABC. 

7. Dengan mengikuti langkang bagian 4.6 dan 4.7 bisaka anda tentukan panjang garis 

bagi  
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8. Ini adalah bentuk lain dari teorema 

Stewart’s. Diberikan sebarang 

ABC, dengan BW adalah bisektor 

B, misalkan  = ABC.  

Tunjukkan berlaku 

      𝐵𝑊 =  
2 𝐴𝐵.𝐵𝐶

𝐴𝐵+𝐵𝐶
cos (

β

2
) 

 

9. Diberikan ABC samasisi yang 

panjangnya 1 satuan, buat titik D, E 

dan F seperti gambar disebelah 

dengan AF = BD = CE = r, dengan 0 

< r < 1. Gunakan teorema Stewart’s 

untuk menghitung panjang sisi AD = 

BE = CF 

 

10. Jika pada ABC, AC = 4, BC = 5, bila CD garis bagi, AE garis berat. Bila luas ADEC 

= 6.5 satuan, hitunglah LBDE 

11. *) Pada ABC, titik E dan D masing-masing berada pada ruas garis AC dan BC. Jika 

pada CAD dibuat garis bagi AF dan pada CBE dibuat garis bagi BF. Buktikan 

bahwa 

AEB + ADB = 2AFB 

12. *) Gunakan teorema Stewart’s untuk membuktikan bahwa panjang garis bagi  dari 

titik A pada ABC, dengan panjang sisi a, b dan c adalah  

              𝑤𝑎
2 = 𝑏𝑐 [1 − (

𝑎

𝑏+𝑐
)

2

] 

13. *). Tunjukkan juga bahwa  𝑤𝑎
2 =

4𝑏𝑐𝑠(𝑠−𝑎)

(𝑏+𝑐)2
  denan s = ½ (a + b + c) 
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14. *). Perhatikan ABC dengan O adalah 

titik pusat lingkaran luarnya. Jika AF 

adalah bisektor dari BAC, dan AE 

adalah diagonal, maka AE adalah 

bisektor dari CAF. 
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 Garis Tinggi dan  

Berbagai Pembuktiannya 

Perhatikanlah gambar di bawah ini, hal ini menunjukkan bagaimana banyaknya masalah 

dalam kehidupan nyata yang melibatkan segitiga, bukan hanya segitiga, akan tetapi 

adalah beberapa garis khusus yang terdapat dalam segitiga tersebut. 

 

BAB 

5 
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 Garis Tinggi dan  

Berbagai Pembuktiannya 

 

Segitiga terbentuk oleh tiga ruas garis yang setiap ujungnya bersekutu dengan sebuah 

ujung ruas garis lainnya. Pesekutuan-persekutuan tersebut membentuk (tiga) buah titik 

sudut segitiga. Ruas garis semula membentuk sisi-sisi segitiga. Ketiga ruas garis 

melingkupi sebuah daerah segitiga”. Jumlah ketiga panjang ruas garis dinamakan 

keliling segitiga tersebut. Ukuran besar daerah segitiga merupakan ukuran luas daerah 

segitiga yang secara singkat dinamakan luas segitiga. 

 Sangat banyak garis-garis istimewa dalam sebuah segitiga, garis bagi, garis berat 

dan garis tinggi sebenarna juga garis-garis istimewa pada suatu segitiga. Akan tetapi 

karena garis bagi khususnya terkait terkait dengan lingkaran dalam, makanya dibahas 

pada bab terdahulu. Maka sebelum membahas garis-garis istimewa dalam segitiga 

tersebut terlebih dahulu sekedar remidial tentang sisi dan sudut yang pada dasarnya telah 

digunakan pada pembahasan yang ada pada bagian sebelum ini.   

 

BAB 

5 
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5.1. Sisi dan Sudut 

Pada bagian ini akan dibahas beberapa pemahaman dasar tentang segitiga yang terkait 

dengan hubungan sudut dan panjang sisinya yang sering disebut dengan istilah 

ketidaksamaan pada sisi segitiga dan hubungannya dengan sisi dan sudut. masalah garis 

bagi, garis tinggi dan garis berat yang untuk selanjutnya pemahaman konsep ini sangat 

diperlukan untuk memahami konsep-konsep lainnya yang ada pada bagian lain. 

 Jika dua buah sisi segitiga tidak sama panjang, maka sudut terbesar pasti akan 

terletah pada dihadapan sisi terpanjang. Pernyataan tersebut dapat kita sederhanakan 

dalam bentuk teorema berikut ini 

Teorema 5.1.1: Pada ABC, jika BC > AB, maka BAC >  ACB. 

Bukti : Bentuk garis AD sehinga BD = 

AB, jadi ABD merupakan segitiga 

sama kaki. Maka DAB = ADB 

           ADB = DAC + ACD 

           DAB = DAC + ACD 

Sehingga 

     DAB + DAC > DAC + 

ACD 

           BAC > ACD 

atau 

       BAC > ACB                      

 

Gambar 5.1.1 

Kebalikan dari teorema di atas juga akan berlaku, maksudnya jika pada sebuah segitiga, 

dua buah sudut pada segitiga tersebut tidak sama, maka sisi terpanjang akan berada 

didepan sudut terbesar, yang dalam bentuk teorema dapat dituliskan sebagai berikut 

Teorema 5.1.2 : Jika pada ABC,  A > C, maka BC > AB 

Bukti : Perhatikan gambar  6.1 2. Misalkan A > C, maka hubungan antara BC dengan 

AB ada 3 kemungkinan yaitu 
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1. BC < AB 

2. BC = AB 

3. BC > AB 

Bila BC < AB maka menurut teorema 5.1.1 di 

atas, mestilah A  <  C yang kontradiksi 

dengan premis.  

Selanjutnya jika BC = AB maka mestilah A 

= C, yang juga kontradisi dengan premis, 

maka yang berlaku adalah kemungkinan ke 3 

yaitu BC > AB. 

 

Gambar 5.1.2 

Teorema 5.1.3. (Teorema bisektor sudut).   

Misalkan ABC sebarang segitiga dengan BP adalah bisektor B, maka berlaku  

.PBCABP
PC

AP

BC

AB
  

Bukti :  dari titik P buat garis yang tegak lurus ke sisi AB dan BC, katakan titik 

berpotongan di titik Y dan Z seperti pada gambar   5.1.3b  kemudian dari titik B buat 

garis tegak lurus ke AC dan katakana titik potongnya adalah X.  maka jelas berlaku PZ = 

PY, kemudian dari kesebangunan ABX dengan segitiga APZ, maka diperoleh 

     PY

BX

PZ

BX

AP

AB
  

 

Gambar 5.1.3a 

         

Gambar  6.1. b 



Geometri Lanjut                                                                                                                            164  
 

Selanjutnya dari kesebangunan CBX dengan CPY maka diperoleh 
PY

BX

CP

CB
 , sehingga 

diperoleh 

 
.

CP

AP

BXCP

PY

PY

BXAP

BC

AB






                                   

 Misalkan .
CP

AP

BC

AB
  misalkan P titik potong bisektor sudut B ke AC, akan ditunjukkan 

P = P. Karena P juga titik potong dari bisektor sudut B, maka berdasarkan premis 

berlaku .
'

'

CP

AP

BC

AB
   yang menyebabkan .

'

'

CP

AP

CP

AP
  kondisi ini menyebabkan P = P   

 

 

 

5.2. Panjang Garis Tinggi 

Sebelum membuktikan panjang garis tinggi, berikut ini diberikan terlebih dahulu tentang 

perbandingan panjang dua buah garis tinggi dalam suatu segitiga. 

Teorema 5.2.1  : Dua garis tinggi dalam segitiga berbanding terbalik dengan sisinya 

Bukti : Misalkan kita punya ABC, sebut ta dan tb masing-masing garis tinggi dari titik A 

dan B. Akan dibuktikan berlaku 

                    
𝑡𝑎

𝑡𝑏
=  

𝑏

𝑎
 

Perhatikan gambar disebelah, dari sisi 

garis tinggi ta dan tb maka luas ABC 

dapat ditentukan dari dua sisi yaitu 

        LABC = ½ AC.tb = ½ b.tb 

dan 

       LABC = ½ CB.ta = ½ a.ta 

Maka diperoleh 

             
𝑡𝑎

𝑡𝑏
=  

𝑏

𝑎
 

Gambar 5.2.1 
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 Berikut ini akan diberikan cara standart yang digunakan dalam berbagai buku 

teks, yang selanjutnya nanti juga akan dibahas berbagai alternatif dalam membuktikan 

panjang garis tinggi tersebut. 

Teorema  5.2.7  :  Misalkan pada sebuah ABC, dengan panjang sisi masing-masing 

adalah a, b dan c. bila ta, tb dan tc masing-masing menyatakan panjang garis tinggi dari 

titik A, B dan C, maka  

              𝑡𝑎 =  
2

𝑎
√𝑠(𝑠 − 𝑎). (𝑠 − 𝑏). (𝑠 − 𝑐) 

              𝑡𝑏 =  
2

𝑏
√𝑠(𝑠 − 𝑎). (𝑠 − 𝑏). (𝑠 − 𝑐) 

             𝑡𝑐 =  
2

𝑐
√𝑠(𝑠 − 𝑎). (𝑠 − 𝑏). (𝑠 − 𝑐) 

Bukti :  karena s = a + b + c, maka 

 a + b – c = a + b + c – 2c = 2s – 2c = 2 (s – c) 

dengan cara yang sama akan dipreoleh 

 a – b + c = 2(s – b) 

            -a + b + c = 2(s – a) 

Selanjutnya perhatikan gambar 5.2.2 

𝑡𝑎
2 =  𝑐2 −  𝑝2 

Dan dari teorema proyeksi pada segitiga 

lancip/tumpul diperoleh 

𝑝 =
𝑐2 +  𝑎2 − 𝑏2

2𝑎
 

Maka 

𝑡𝑎
2 =  𝑐2 − (

𝑐2 +  𝑎2 − 𝑏2

2𝑎
)

2

 

 

 

Gambar 5.2.2 

                         𝑡𝑎
2 =  (𝑐 + 

𝑐2+ 𝑎2−𝑏2

2𝑎
) . (𝑐 −

𝑐2+ 𝑎2−𝑏2

2𝑎
) 
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                      𝑡𝑎
2 =  ( 

2𝑎𝑐+𝑐2+ 𝑎2−𝑏2

2𝑎
) . (

2𝑎𝑐−𝑐2− 𝑎2+𝑏2

2𝑎
) 

                     𝑡𝑎
2 =  ( 

(𝑎+𝑐)2−𝑏2

2𝑎
) . (

𝑏2− (𝑎−𝑐)2

2𝑎
) 

                    𝑡𝑎
2 =

(𝑎+𝑐+𝑏)(𝑎+𝑐−𝑏)(𝑏−𝑎+𝑐)(𝑏+𝑎−𝑐)

4𝑎2
 

                     𝑡𝑎
2 =

2𝑠.2(𝑠−𝑏)(𝑠−𝑎)(𝑠−𝑐)

4𝑎2
 

                    𝑡𝑎
2 =

4

𝑎2
(𝑠. (𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐)) 

                   𝑡𝑎 =
2

𝑎
√𝑠. (𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐) 

Untuk membuktikan tb dan tc dapat dilakukan dengan cara yang serupa sebagai latihan. 

Alternatif Bukti :  

Alternatif lain yang juga banyak digunakan dalam berbagai buku teks adalah dengan 

hanya menggunakan teorema Pythagoras, yaitu sebagai berikut : 

Perhatikan Gambar 5.2.3, pada ∆𝐴𝐵𝐶 ditarik garis tinggi dari titik ∠𝐶  ke sisi 

hadapannya yaitu 𝐴𝐵 sehingga titik CD ⏊  AB, garis CD merupakan garis tinggi. 

Dengan menggunakan Teorema 

Phytagoras pada segitiga 𝐴𝐶𝐷 berlaku 

       
.222

xbtc                    (5.2.1) 

Kemudian dengan konsep yang sama 

pada segitiga 𝐵𝐶𝐷 diperoleh 

       
.)( 222

xcatc       (5.2.2) 

  

Gambar 5.2.3 

Bila persamaan  (5.2.1) disubstitusikan ke persamaan (5.2.2) diperoleh 

,)( 2222 xcaxb   

,2 22222 xcxcaxb   
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.
2

222

c

acb
x


     (5.2.3) 

Lalu bila  persamaan (5.2.3) disubstitusikan ke persamaan (5.2.1) maka diperoleh 

,
2

2
222

22








 


c

acb
btc

 

,
22

222222
2








 








 


c

acb
b

c

acb
btc  

,
2

2

2

2 222222
2








 







 


c

acbbc

c

acbbc
tc  

,
2

)(

2

)(
222

2













 







 


c

cba

c

acb
tc  

.
4

)()()()(
2

2

c

bcabcacabcab
tc




  

                 (5.2.4) 

Karena s  adalah setengah keliling segitiga maka s   cba 
2
1   diperoleh 

,2scba                                   (5.2.5) 

),(2 asacb                                            (5.2.6) 

),(2 cscba          (5.2.7) 

).(2 bscba             (5.2.8) 

Bila persamaan (5.2.5), (5.2.6), (5.2.8) dan (5.2.8) disubtitusikan ke (5.2.4) maka 

diperoleh rumus garis tinggi yaitu: 

  .
))()((2

c

csbsass
tc



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5.3. Panjang Garis Tinggi dengan Aturan Kosinus
 

Pada bagian ini akan dibahas bagaimana menurunkan rumus panjang garis tinggi suatu 

segitiga pada Teorema 5.2.1 dengan menggunakan aturan kosinus. Alternatif ini 

dilakukan dengan tiga cara.  Selain itu, alternatif ini dibahas pula pada segitiga 

sembarang untuk kasus segitiga lancip dan segitiga tumpul.   

 

Cara I 

Kasus segitiga lancip 

Perhatikan ABC  pada 

Gambar 5.3.1. Perhatikan  

ACD
 
dengan menggunakan 

konsep trigonometri pada 

segitiga siku-siku diperoleh 

.cos
b

AD
     (5.3.1) 

Kemudian pada ABC
 

berdasarkan aturan kosinus  

berlaku 

 

 

Gambar 5.3.1 

bc

acb

2
cos

222 


 (5.3.2)
 

Bila persamaan (5.3.2) disubstitusikan ke dalam persamaan (5.3.1)  diperoleh
 

b

AD

bc

acb




2

222

, 

.
2

222

c

acb
AD


           (5.3.3) 

Perhatikan kembali ACD  berdasarkan Teorema Phytagoras diketahui bahwa 

 ,.222
ADbtc 
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2
222

2

2 






 


c

acb
b ,  








 








 


c

acb
b

c

acb
b

22

222222

, 













 









 


222

2

)(

2

)(

c

cba

c

acb
,  

2

2

4

))()()((

c

bcabcacabcab
tc


 .

      

(5.3.4)  

Bila persamaan (5.2.5), (5.2.6), (5.2.7) dan (5.2.8) disubstitusikan ke  persamaan (5.3.4) 

maka diperoleh rumus garis tinggi seperti yang dinyatakan dalam Teorema 2.9 

c

csbsass
tc

))()((2 
 .

  

 

Kasus segitiga tumpul 

Perhatikan ∆𝐴𝐵𝐶 tumpul di A
 

pada 

Gambar 3.2. Perhatikan ∆𝐴𝐶𝐷 dengan 

menggunakan konsep trigonometri pada 

segitiga siku-siku diketahui bahwa 

b

AD
2cos  .

    
  (5.3.5) 

Kemudian pada ABC
 

berdasarkan 

Aturan Kosinus berlaku 
 

Gambar 3.2 

 

bc

acb

2
cos

222

1


 .  (5.3.6)

 

Dengan menggunakan konsep sudut berelasi pada trigonometri diketahui bahwa 

)180(coscos 12   , 
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)(coscos 12   .  (5.3.7) 

Bila persamaan (5.3.6) disubstitusikan ke persamaan (5.3.7) diperoleh  

,
2

cos
222

2 






 


bc

acb
  

bc

cba

2
cos

222

2


 .

     
(5.3.8) 

Bila persamaan (5.3.8) disubstitusikan ke persamaan (5.3.5) diperoleh  

b

AD

bc

cba




2

222

, 

bc

cba
AD

2

222 
 .

   
  (5.3.9) 

Perhatikan ∆𝐴𝐶𝐷 berdasarkan Teorema Phytagoras diketahui bahwa 

222
ADbtc 

   
(5.3.10) 

Bila persaman (5.3.9) disubstitusikan ke persamaan (5.3.10) diperoleh 

      222
ADbtc  , 

2
222

2

2 






 


bc

cba
b ,  








 








 


bc

cba
b

bc

cba
b

22

222222

, 








 







 


c

acbbc

c

acbbc

2

2

2

2 222222

, 








 













 


c

acb

c

cba

2

)(

2

)( 222

, 

 
.

4

))(()((
2

2

c

cabcabbcabca
tc


                 (5.3.11) 

Bila persamaan (5.2.5), (5.2.6), (5.2.7) dan (5.2.8) disubtitusikan ke  persamaan (5.3.11) 

maka diperoleh rumus garis tinggi seperti yang dinyatakan dalam Teorema 2.9. 
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c

csbsass
tc

))()((2 
 . 

Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 

 

Cara II 

Kasus segitiga lancip 

Perhatikan kembali Gambar 5.3.1, pandang ∆𝐴𝐶𝐷 dengan menggunakan konsep 

trigonometri pada segitiga siku-siku berlaku 

.sin 222
btc 

   
(5.3.12) 

Dengan menggunakan konsep identitas trigonometri berlaku  

,cos1sin 22    

)cos1)(cos1(sin 2   .   (5.3.13) 

Bila persamaan (5.3.13) disubstitusikan ke persamaan (5.3.12) diperoleh  

)cos1)(cos1(22
  btc .

                         
  (5.3.14)

  

Bila persamaan (5.3.2) disubstitusikan ke dalam persamaan (5.3.14) maka diperoleh
 








 








 


bc

acb

bc

acb
btc

2
1

2
1

222222
22

, 








 







 


bc

acbbc

bc

acbbc
b

2

2

2

2 222222
2

, 













 







 


222

2

)(

2

)(

c

cba

c

acb
, 

2

2

4

))()()((

c

bcabcacabcab
tc


 . 

            
(5.3.15)

 

Bila persamaan (5.2.5), (5.2.6), (5.2.7) dan (5.2.8) disubtitusikan ke  persamaan (5.3.15) 

maka diperoleh rumus garis tinggi seperti yang dinyatakan dalam Teorema 2.9. 
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c

csbsass
tc

))()((2 
 . 

Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 

 

Kasus Segitiga Tumpul 

Perhatikan kembali Gambar 3.2, pandang ∆𝐴𝐶𝐷 dengan menggunakan konsep 

trigonometri pada segitiga siku-siku diperoleh 

2

222
sin btc  .

 
                (5.3.16) 

Dengan menggunakan konsep identitas trigonometri diketahui bahwa 

,cos1sin 2

2

2

2    

)cos1)(cos1(sin 222

2   .   (5.3.17) 

Bila persamaan (5.3.17) disubstitusikan ke persamaan (5.3.16) diperoleh 

)cos1)(cos1( 22

22
  btc

.  
                             

(5.3.18)
 

Kemudian bila persamaan (5.3.8) pada cara 1 disubstitusikan ke dalam persamaan 

(5.3.18) diperoleh 








 








 


bc

cba

bc

cba
btc

2
1

2
1

222222
22

, 

,
2

2

2

2 222222
2








 







 


bc

cbabc

bc

cbabc
b

,
2

)(

2

)(
222













 







 


c

cba

c

acb
 

2

2

4

))()()((

c

bcabcacabcab
tc


 .

 
  (5.3.19)

 

Bila persamaan (5.2.5), (5.2.6), (5.2.7) dan (5.2.8) disubtitusikan ke  persamaan (5.3.19) 

maka diperoleh rumus garis tinggi seperti yang dinyatakan dalam Teorema 2.9. 

c

csbsass
tc

))()((2 
 . 
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Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 

 

Cara III 

Kasus segitiga lancip 

Perhatikan ABC  lancip 

pada Gambar 5.3.3. 

Perhatikan ACD  dengan 

menggunakan konsep 

trigonometri diketahui 

bahwa 

   b

AD
1sin     dan   

   
b

tc1cos       (5.3.20) 

 

Gambar 5.3.3 

Kemudian dengan menggunakan konsep yang sama pada BCD  diketahui bahwa 

     
a

BD
2sin   dan 

a

tc2cos        (5.3.21) 

Perhatikan ABC  berdasarkan  Aturan Kosinus pada Teorema 2.15 diperoleh 

                  ab

cba

2
)(cos

222

21


                                 (5.3.22)                                           

Dengan menggunakan konsep penjumlahan sudut pada trigonometri berlaku 

212121 sin.sincos.cos)(cos    

,..)(cos 21
a

BD

b

AD

a

t

b

t cc   

,
)(

2

ab

ADcADtc 


 

.)(cos
22

21
ab

cADADtc 
 

   
(5.3.23) 

Perhatikan kembali ACD  berdasarkan Teorema Phytagoras berlaku 
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222 ADtb c  .
   

(5.3.24) 

Lalu bila persamaan (5.3.24) disubstitusikan ke dalam persamaan (5.3.23) maka 

diperoleh 

.)(cos
2

21
ab

cADb 
     (5.3.25) 

Bila persamaan (5.3.22) disubstitusikan ke dalam persamaan (5.3.25) maka diperoleh 

,
2

2222

ab

cADb

ab

cba 




 

 
),(2 2222 cADbcba 

 

           
,2 222 acbcAD 

 

              c

acb
AD

2

222 
 .

  
 (5.3.26)

 

Kemudian bila persamaan (5.3.26) disubstitusikan ke persamaan (5.3.24) maka diperoleh 

2
222

22

2 






 


c

acb
tb c ,  

2
222

22

2 






 


c

acb
btc , 








 








 


c

acb
b

c

acb
btc

22

222222
2

, 













 







 


222

2

)(

2

)(

c

cba

c

acb
, 

2

2

4

))()()((

c

bcabcacabcab
tc


 .       (5.3.27)

 

               Bila persamaan (5.2.5), (5.2.6), (5.2.7) dan (5.2.8) disubtitusikan ke  persamaan 

(5.3.27) maka diperoleh rumus garis tinggi seperti yang dinyatakan dalam Teorema 2.9.

 

c

csbsass
tc

))()((2 
 . 
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Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 

 

Kasus segitiga tumpul 

Perhatikan Gambar 5.3.4. 

Perhatikan ACD dengan 

menggunakan konsep 

trigonometri maka diperoleh 

    b

AD
1sin 

 
dan  

     
.cos 1

b

tc         

(5.3.28) 

 

 

Gambar 5.3.4 

 

Kemudian dengan  konsep yang sama  pada BCD  diperoleh 

a

BD
 )(sin 21 

 
dan 

a

tc )(cos 21  .     (5.3.29) 

Perhatikan  ABC  berdasarkan  Aturan Kosinus pada Teorema 2.15 diketahui bahwa 

ab

cba

2
cos

222

2


 .                                                         (5.3.30) 

Lalu dengan menggunakan konsep penjumlahan sudut pada trigonometri  sehingga 

diperoleh 

)(coscos 1212   , 

 121121 sin).(sincos).(cos   , 

,..
b

AD

a

BD

b

t

a

t cc   

ab

BDcBDtc )(
2


 , 
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.cos
22

2
ab

cBDBDtc 


   
(5.3.31)

 

Perhatikan BCD  berdasarkan Teorema Phytagoras berlaku 

222 BDta c  .
   

(5.3.32) 

Bila persamaan (5.3.32) disubstitusikan ke dalam persamaan (5.3.31) diperoleh 

ab

cBDa 


2

2cos .   (5.3.33) 

Bila persamaan (5.3.30) disubstitusikan ke dalam persamaan (5.3.33) diperoleh 

ab

cBDb

ab

cba 


 2222

2
,
 

 
)(2 2222 cBDbcba  ,

 

           

2222 bcacBD  ,
 

              c

bca
BD

2

222 
 .

 
  (5.3.34) 

Bila persamaan (5.3.33) disubstitusikan ke persamaan (5.3.31) diperoleh 

2
222

22

2 






 


c

bca
ta c ,

 

2
222

22

2 






 


c

bca
atc , 








 








 


c

bca
a

c

bca
a

22

222222

, 








 







 


c

bcaac

c

bcaac

2

2

2

2 222222

, 










 









 


c

bca

c

cab

2

)(

2

)( 2222

, 

2

2

4

))()()((

c

bcabcacabcab
tc


 .       (5.3.35)
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Bila persamaan (5.2.5), (5.2.6), (5.2.7) dan (5.2.8) disubtitusikan ke  persamaan 

(5.3.35) maka diperoleh rumus garis tinggi seperti yang dinyatakan dalam Teorema 2.9.

 

c

csbsass
tc

))()((2 
 . 

Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 

 Selain tiga cara yang digunakan dengan aturan kosinus terdapat pula cara lain untuk 

menentukan panjang garis tinggi yaitu dengan konsep luas segitiga apabila satu sudut 

diketahui .  

 

5.4. Garis Tinggi dengan Formula Heron 

Luas dari segitiga secara umum adalah setengah dari perkalian sisi alas dengan garis 

tingginya. Dengan demikian terdapat hubungan antara garis tinggi dengan  luas segitiga. 

Oleh karena itu, dengan konsep luas akan diperoleh panjang garis tinggi secara mudah. 

 

Kasus segitiga lancip 

Perhatikan Gambar 5.3.5. 

Perhatikan ACD  dengan konsep 

trigonometri pada segitiga siku-

siku diperoleh 

Abtc  sin .       (5.3.36) 

Dari rumus luas segitiga 

AbcABCL  sin
2

1

 maka 

diperoleh 

bc

L
A

2
sin  .        (5.3.37) 

 

Gambar 5.3.5 

           Dengan mensubstitusikan rumus luas segitiga pada Formula Heron maka 

diperoleh 
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bc

csbsass
A

))()((2
sin


 .          (5.3.38) Bila 

persamaan (5.3.38) disubstitusikan ke dalam persamaan (5.3.36) maka diperoleh 

maka diperoleh rumus garis tinggi seperti yang dinyatakan dalam Teorema 2.9 

c

csbsass
tc

))()((2 
 .

 
 

Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 

 

Kasus segitiga tumpul 

Perhatikan ∆𝐴𝐵𝐶 pada Gambar 5.3.6. Dengan menggunakan konsep trigonometri pada 

segitiga siku-siku pada CBD  diperoleh 

CBDatc  sin .    (5.3.39) 

Dari  rumus luas segitiga BCDacABCL  sin
2

1   maka diperoleh 

ac

ABCL
CBD




2
sin .    (5.3.40) 

Gambar 5.3.6: 

Dengan mensubstitusikan Formula Heron  ke persamaan (5.3.40) diperoleh 

ac

csbsass
CBD

))()((2
sin


 .     (5.3.41)  

Bila persamaan (5.3.41) disubstitusikan ke dalam persamaan (5.4.39) maka diperoleh  
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rumus garis tinggi seperti yang dinyatakan dalam Teorema 2.9 

c

csbsass
tc

))()((2 
 .

 
 

Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 

 

 

5.5. Panjang Garis Tinggi dengan Menarik Garis Bagi 

Pada bagian ini akan dibahas bagaimana menurunkan rumus panjang garis tinggi suatu 

segitiga pada Teorema 5.1.1. dengan konsep  dasar kesebangunan dengan menarik garis 

bagi dari salah satu titik sudut pada segitiga. 

Kasus segitiga lancip 

Perhatikan Gambar 5.5.1,  pada ABC  lancip ditarik garis bagi dari titik B  ke sisi 

hadapannya AC  yaitu BE , sehingga sisi 𝐵𝐸  terbagi menjadi dua bagian yaitu 𝐴𝐸 dan 

𝐸𝐶. Kemudian dari titik E  ditarik garis tegak lurus alas AB  yaitu EF . Sehingga 

𝐴𝐵⏊ 𝐸𝐹 .  Lalu dari titik C  ditarik pula garis tinggi ke sisi hadapannya AB  sehingga 

ABCD    dan CD merupakan garis tinggi dari titik C . 

Karena BE  adalah garis bagi maka berdasarkan 

persamaan (2.20) berlaku 

      

.
)(

1
2

2
2













ca

b
acBE      (4.1) 

Kemudian perhatikan AE  adalah sisi yang 

terletak dihadapan garis bagi maka  

.
ca

bc
AE




                             (5.5.1) 

 
 

Gambar 5.5.1 
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Pandang ∆𝐴𝐷𝐶 dan ∆𝐴𝐹𝐸 karena ∠𝐷𝐴𝐶 = ∠𝐸𝐴𝐹 (sudut yang sama) dan ∠𝐴𝐷𝐶 =

∠𝐴𝐹𝐸 (sudut siku-siku), berdasarkan kesebangunan dua segitiga maka ∆𝐴𝐷𝐶~ ∆𝐴𝐹𝐸, 

sehingga diperoleh perbandingan sisi-sisinyanya 

.
FE

AE

DC

AC


      
      (5.5.2) 

Bila persamaan (5.4.1) disubstitusikan ke persamaan (5.5.2) diperoleh 

2

22
2

)(

.














ca

bc

EFb
tc , 

       
2

22
2 .)(

c

EFca
tc


 .                  (5.5.3) 

Pandang BFE  maka dengan konsep trigonometri berlaku 

222 .
2

sin BE
ABC

EF


 .  (5.5.4) 

Dari konsep setengah sudut dan aturan kosinus  maka berlaku 

2

cos1

2
sin 2 ABCABC 




, 

,
2

2
1

222








 



ac

bca

 

 
.

42
sin

22
2

ac

cabABC 



  (5.5.5) 

Bila panjang garis BE dan persamaan (5.5.5) disubstitusikan ke persamaan (5.5.4) 

diperoleh 

 

















2

222
2

)(
1.

4 ca

b
ac

ac

cab
EF , 

2

2

)(4

))()()((

ca

bcabcacabcab
EF




 .

 
 (5.5.6)

 

Bila persamaan (5.5.6) disubstitusikan ke dalam persamaan (5.5.3) diperoleh 
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2

2 ))()()((

c

bcabcacabcab
tc




     
(5.5.7)

 

Yang akhirnya menghaqsilkan : 

c

csbsass
tc

))()((2 
 . 

Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 

 

Kasus Segitiga Tumpul 

Perhatikan Gambar 5.4.2. Pada segitiga ABC  tumpul di A , ditarik garis bagi dari titik 

B  ke sisi hadapannya AC  yaitu BD , sehingga sisi 𝐴𝐶 terbagi menjadi dua bagian yaitu 

𝐴𝐷 dan 𝐷𝐶. Kemudian dari titik D  ditarik garis tegak lurus alas AB  yaitu DE  sehingga 

𝐴𝐵⏊𝐷𝐸. Lalu dari titik C  ditarik pula garis tinggi ke sisi hadapannya AB  yaitu  

sehingga 𝐴𝐵⏊ 𝐶𝐹 dan  merupakan garis tinggi.  

 

Gambar 5.5.2 

Karena  adalah garis bagi maka  

       (5.5.8) 

Lalu  adalah sisi yang terletak dihadapan garis bagi maka diperoleh 

CF
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  (5.5.9) 

Pandang ∆𝐴𝐹𝐶 dan ∆𝐴𝐸𝐷 karena  ∠𝐶𝐴𝐹 = ∠𝐸𝐴𝐷 (sudut yang sama) dan ∠𝐴𝐶𝐹 =

∠𝐴𝐷𝐸, berdasarkan, maka  ∆𝐴𝐹𝐶 ~ ∆𝐴𝐸𝐷 sehingga diperoleh perbandingan sisi-sisinya 

.
         

                   (5.5.10) 

Bila persamaan (5.4.9) disubstitusikan ke persamaan (5.5.10) diperoleh 

,

)(

.
2

22
2














ca

bc

DEb
tc  

 .   (5.5.11) 

Lalu pandang  dengan menggunakan konsep trigonometri maka berlaku 

.   (5.5.12) 

Bila nilai sin setengah sudut 𝐵 pada persamaan (5.5.5) disubstitusikan ke persamaan 

(5.5.12) maka diperoleh 

, 

.
   

(5.5.13)
 

Bila persamaan (5.5.13) disubstitusikan ke dalam persamaan (5.5.11) diperoleh 

.
 

  (5.5.14)  

Yang akhirnya menghasilkan.
 

c

csbsass
tc

))()((2 
 . 

Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 
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5.6. Panjang Garis Tinggi dengan Jari-Jari Lingkaran Luar dan Belah 

Ketupat. 

Pada bagian ini dibahas bagaimana menurunkan rumus panjang garis tinggi suatu 

segitiga pada Teorema 5.1.1 dengan konsep kesebangunan menggunakan jari-jari 

lingkaran luar. 

Kasus segitiga lancip 

Perhatikan Gambar 5.6.1, pada ∆𝐴𝐵𝐶 ketiga titik sudut dihubungkan sehingga terbentuk 

lingkaran luar, dan dari titik sudut  𝐶 ditarik garis tinggi kesisi hadapannya yaitu 𝐶𝐷, 

selain itu  pada titik  𝐶 juga ditarik garis tengah atau diameter lingkaran. Misalkan  𝐶𝐷 =

𝑡𝐶 dan , sisi-sisi 𝑎, 𝑏 dan 𝑐  merupakan panjang sisi-sisi ∆𝐴𝐵𝐶 . 

Perhatikan ∆BEC dan ∆DCA pada 

Gambar 5.6.1 karena ∠𝐶𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐸𝐵 

(menghadap busur yang sama),  ∠𝐶𝐷𝐴 =

∠𝐶𝐵𝐸 ( siku-siku =  90°), berdasarkan 

teorema kesebangunan pada Akibat 2.7 

maka dapat ditunjukkan ∆𝐵𝐸𝐶 ~ ∆𝐷𝐴𝐶 

sehingga diperoleh perbandingan sisi-

sisinya 

              
(5.6.1) 

 

 

Gambar 5.6.1 

Karena  𝐶𝐷 = 𝑡𝐶 dan , bila disubstitusikan ke persamaan (5.6.1) maka 

diperoleh 

  (5.6.2)      

Lalu bila nilai R pada Teorema 2.19 disubstitusikan ke persamaan (5.6.2) diperoleh : 

RCE 2

.
AC

EC

DC

BC


RCE 2

.
2

.

R

ba
tc 
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. 

Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 

 

Kasus segitiga tumpul 

Pada ∆𝐴𝐵𝐶 tumpul ∠𝐴 > 90°, ketiga titik sudut dihubungkan sehingga terbentuk 

lingkaran luar, dan dari titik sudut  𝐶 ditarik garis tinggi kesisi hadapannya yaitu 𝐶𝐷, 

selain itu  pada titik  𝐶 juga ditarik garis tengah atau diameter lingkaran. Jika 

Misalkan 𝐶𝐷 = 𝑡𝐶 dan , sisi-sisi 𝑎, 𝑏 dan 𝑐  merupakan panjang sisi-sisi ∆𝐴𝐵𝐶 

perhatikan Gambar 5.6.2. Perhatikan ∆BEC dan ∆DCA pada Gambar 5.6.2 karena 

∠𝐶𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐸𝐵 (menghadap busur yang sama), ∠𝐶𝐷𝐴 = ∠𝐶𝐵𝐸 ( siku-siku =  90°), 

berdasarkan kesebangunan maka dapat ditunjukkan ∆𝐵𝐸𝐶 ~ ∆𝐷𝐴𝐶, Karena 

∆𝐵𝐸𝐶 ~ ∆𝐷𝐴𝐶 sehingga diperoleh 

       
(5.6.3) 

Jika  𝐶𝐷 = 𝑡𝐶 dan , 

disubstitusikan ke persamaan (5.6.3) maka 

diperoleh, 
 

    .                            (5.5.4)      

Bila nilai R disubstitusikan ke persamaan 

(5.6.4) maka diperoleh rumus garis tinggi 

sebagai berikut :  

       

 

Gambar 5.6.2 

        Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi 

dari titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 
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         Selain dengan cara menarik garis bagi dan mengkonstruksi lingkaran luar segitiga 

terdapat pula cara lain untuk menurunkan rumus panjang garis pada suatu segitiga 

dengan konsep kesebangunan yaitu dengan mengkonstruksi segitiga. 

  

 

Dengan Belah  Ketupat 

Pada bagian ini akan dibahas alternatif menurunkan rumus panjang garis tinggi pada 

segitiga dengan mengkonstruksi belah ketupat di dalam segitiga. Lalu melalui belah 

ketupat tersebut diturunkan rumus panjang garis tinggi melalui konsep kesebangunan. 

 

Kasus segitiga lancip 

Perhatikan Gambar 5.5.3, pada ∆𝐴𝐵𝐶, akan dikontruksikan belah ketupat yaitu dengan 

cara menarik garis bagi dari titik 𝐵 yaitu  ke sisi hadapannya ,
 

lalu pada 

𝐴𝐵 dikonstruksi 𝐻𝐵 dan pada 𝐵𝐶 dikonstruksi 𝐵𝐺 sehingga HB = BG, hubungkan titik 

𝐹  ke titik 𝐻 sehingga 𝐹𝐻 sejajar BG, selanjutnya hubungkan titik 𝐹 ke 𝐺 sehingga 𝐹𝐺 

sejajar 𝐻𝐵. Menggunakan konstruksi garis-garis sejajar tersebut maka terbentuk bangun 

datar belah ketupat 𝐵𝐻𝐹𝐺 di dalam ∆𝐴𝐵𝐶. Kemudian tarik garis tinggi dari titik ∠𝐶  ke 

sisi hadapannya yaitu 𝐴𝐵 sehingga titik 𝐶𝐷 ⏊  𝐴𝐵, garis CD merupakan garis tinggi dan 

misalkan . Selain itu dari titik 𝐹 ditarik pula garis tegak lurus ke 𝐴𝐵  sehingga 

𝐸𝐹 ⏊ 𝐴𝐵. Misalkan pada ∆𝐴𝐵𝐶, panjang sisi masing-masing adalah 𝑎, 𝑏, dan 𝑐 . 

 

Gambar 5.6.3 

BD

ctCD 
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Menggunakan Gambar 5.6.3 akan dibuktikan rumus panjang garis tinggi dengan dua cara 

yang berbeda namun tetap menggunakan konsep dasar kesebangunan. 

Cara 1 

Bukti. Perhatikan Gambar 5.6.3, misalkan   dan 𝑎, 𝑏  dan 𝑐 menyatakan panjang 

sisi 𝐵𝐶, 𝐴𝐶 dan 𝐴𝐵. 𝐵𝐹 adalah garis bagi, berdasarkan persamaan di atas diperoleh 

.    (5.6.5) 

Jika  𝐵𝐹 adalah garis bagi  maka berdasarkan persamaan di atas diperoleh  

.          (5.6.6) 

Pandang ∆𝐻𝐹𝐴~∆𝐵𝐶𝐴 karena ∠𝐶𝐵𝐴 = ∠𝐹𝐻𝐸 (sudut sehadap) dan ∠𝐹𝐴𝐻 = ∠𝐶𝐴𝐵, 

berdasarkan kesebangunan maka  ∆𝐻𝐹𝐴 ~∆𝐵𝐶𝐴  sehingga diperoleh 

                    .        (5.6.7) 

Bila persamaan  (5.5.6) disubstitusikan ke  persamaan (5.6.7) diperoleh 

.   (5.6.8) 

Karena 𝐵𝐻𝐹𝐺 adalah belah ketupat maka diperoleh 

.             (5.6.9) 

Pandang ∆𝐵𝐸𝐹  dan ∆𝐵𝑂𝐻  karena ∠𝐹𝐵𝐸 = ∠𝐻𝐵𝑂 (sudut yang sama) dan   ∠𝐹𝐸𝐻 =

∠𝐻𝑂𝐵 = 900 ,  maka juga akan diperoleh  ∆𝐵𝐸𝐹 ~ ∆𝐵𝑂𝐻 diperoleh perbandingan sisi-

sisinya 

,   (5.6.10) 

Kemudian dengan mensubtitusikan  Berdasarkan   persamaan (5.6.5) dan 

(5.6.9) ke persamaan (5.6.10) diperoleh 

.    (5.6.11) 
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Pandang ∆𝐸𝐻𝐹  dan ∆𝐷𝐵𝐶  karena ∠𝐹𝐸𝐻 = ∠𝐶𝐷𝐵 = 900 dan ∠𝐶𝐵𝐴 = ∠𝐹𝐻𝐸 (sudut 

sehadap), maka ∆𝐸𝐻𝐹 ~ ∆𝐷𝐵𝐶 diperoleh perbandingan sisi-sisinya 

,   (5.6.12) 

Bila persamaan (5.5.8) disubstitusikan ke dalam persamaan (5.6.12) sehingga diperoleh 

,   (5.6.13) 

Perhatikan segmen garis 𝐴𝐵 maka diperoleh 𝐸𝐻 = 𝐵𝐸 − 𝐵𝐻  bila disubstitusikan (5.6.9) 

dan (5.6.11) diperoleh 

.    (5.6.14) 

Bila persamaan (5.6.14) disubstitusikan ke persamaan (5.4.13) diperoleh 

.    (5.6.15) 

Dengan menggunakan Teorema Phytagoras pada segitiga 𝐴𝐵𝐶 diketahui bahwa 

𝑡𝑐
2 = (𝑎 − 𝐵𝐷)(𝑎 + 𝐵𝐷).     (5.6.16) 

Bila persamaan (5.6.15) disubstitusikan ke persamaan (5.6.16) diperoleh 

 .    (5.6.17) 

Bila persamaan (5.6.13), (5.6.14), 5.6.15) dan (5.6.16) disubtitusikan ke  persamaan 

(5.6.17) maka diperoleh rumus garis tinggi seperti yang dinyatakan dalam sebagai 

berikut. 

. 

Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 
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Bukti. Perhatikan kembali Gambar 5.6.3, misalkan   dan 𝑎, 𝑏  dan 𝑐 menyatakan 

panjang sisi 𝐵𝐶, 𝐴𝐶 dan 𝐴𝐵. 

Pandang ∆𝐵𝐸𝐹  dan ∆𝐵𝑂𝐻  karena ∠𝐹𝐵𝐸 = ∠𝐻𝐵𝑂 (sudut yang sama) dan  diperoleh 

∠𝐹𝐸𝐻 = ∠𝐻𝑂𝐵 = 900  maka  berdasarkan kesebangunan  ∆𝐵𝐸𝐹 ~ ∆𝐵𝑂𝐻  diperoleh 

perbandingan sisi-sisinya 

  

.
     

(5.6.18) 

Dengan menggunakan konsep trigonometri pada  ∆𝐵𝑂𝐻  diperoleh 

, 

.                 (5.6.19) 

Bila  persamaan (5.6.19)  disubstitusikan ke persamaan (5.6.18) diperoleh 

.
 

  (5.5.20) 

Lalu  dengan konsep setengah sudut pada trigonometri  dan Aturan Kosinus  diperoleh 

, 

, 

.   (5.6.21)  

Pandang ∆𝐸𝐻𝐹  dan ∆𝐷𝐵𝐶  karena ∠𝐹𝐸𝐻 = ∠𝐶𝐷𝐵 = 900 dan ∠𝐶𝐵𝐴 = ∠𝐹𝐻𝐸 (sudut 

sehadap), berdasarkan kesebangunan maka ∆𝐸𝐻𝐹 ~ ∆𝐷𝐵𝐶 sehingga diperoleh 

perbandingan sisi-sisinya 

, 
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.
                   

(5.6.22) 

Bila persamaan (5.6.5) pada cara I dan persamaan (5.6.21) disubstitusikan ke dalam 

persamaan (5.6.20) diperoleh 

, 

.

  

  (5.6.23) 

Bila persamaan (5.6.8) pada cara I  dan persamaan (5.6.23) disubstitusikan ke dalam 

persamaan (5.6.22) diperoleh 

.
    

(5.6.24) 

Yang akhirnya menghasilkan  

. 

Cara yang serupa juga bisa dilakukan untuk menurunkan rumus panjang garis tinggi dari 

titik ∠𝐴 yaitu 𝑡𝑎 dan panjang garis tinggi dari titik ∠𝐵 yaitu 𝑡𝑏. 

 

 

 

Soal Latihan 7.  

1.  (segitiga emas). Diberikan sebuah 

ABC dengan ukuran sudutnya 

seperti gambar disebelah, tunjukkan 

bahwa berlaku : 

2

15 


AD

DC
 

Catatan : perbandingan DC/AD ini 
 

2

22
2 .

FH

aEF
tc 

 















2

222
2

)(
1.

4 ca

b
ac

ac

cab
EF

2

2

)(4

))()()((

ca

bcabcacabcab
EF






2

2 ))()()((

c

bcabcacabcab
tc




c

csbsass
tc

))()((2 

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disebut dengan perbadingan emas 

(golden ratio).  

 

2. Buktikan bahwa teorema proyeksi pada segitiga lancip/ tumpul juga berlaku jika C 

adalah tumpul.  

3. Pada ABC, buat titik D pada sisi AB sehingga AD = ½ DB, Kemudian buat titik E 

pada AC sehingga AE = 3EC. Bila kedua garis BE dan CD berpotongan dititik F, 

hitunglah CF : FD dan BF : FE. 

4. Pada ABC, bisektor dari masing-masing titik sudut memotong sisi BC, CA dan AB 

di titik P, Q dan R. Jika P, Q dan R titik pada sisi CA, AB dan BC sehingga PP / 

/BC,  QQ // CA dan   RR // AB,  seperti gambar di bawah, tunjukkan 

1

𝑃𝑃
+  

1

𝑄𝑄
+  

1

𝑅𝑅
= 2 (

1

𝑎
+  

1

𝑏
+

1

𝑐
)  

 

 

5. Jika K adalah titik potong dari XY dengan UV, 

tunjukkan bahwa  

              
𝐿∆𝑈𝑋𝑌

𝐿∆𝑉𝑋𝑌
=

𝑈𝐾

𝑉𝐾
 

 

6. Detilkan bukti teladan 5.3.1. 
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7. Buktikan nilai tb dan tc pada teorema 5.2.2 

8. *) Diketahui ABC dengan titik O terletak di dalam segitiga, Jika K merupakan 

keliling legitiga, tunjukkan ½ K < OA + OB + OC < K 

9. Perhatikan gambar di bawah ini. Diberikan ABC dan XYZ, sehingga ABC = 

BYZ  atau ABC + XYZ = 1800.  

 Tunjukkan bahwa  

              
𝐿∆𝐴𝐵𝐶

𝐿∆𝑋𝑌𝑍
=  

𝐴𝐵

𝐵𝑌
.

𝐵𝐶

𝑌𝑍
 

 

10. Perhatikan gambar disebelah dan 

tunjukkan bahwa : 

           
sin(𝛼+ 𝛽)

𝑅𝑈
=

sin 𝛼

𝑅𝑇
+ 

sin 𝛽

𝑅𝑆
 

 

11. Sudut A merupakan sudut tumpul pada ABC, bila dibuat garis tinggi AD dan BE. 

Buktikan bahwa  

         𝐴𝐶 =  
𝐷𝐶×𝐵𝐶

𝐸𝐶
 dan tunjukkan pula DEC = B 

12. Pada ABC, AD dan BC merupakan garis tinggi yang berpotongan dititik T.  gunakan 

teorema Stewart untuk menunjukkan ADAT + BTBE = AB2. 

13. jika ABC tumpul dan titik D titik tengah BC, 

a. Buktikan bahwa salah satu keduanya dari ketaksamaan berikut ini benar 

          BAD >  B atau DAC > C 

b. Buktikan AD < ½ BC 
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14. *) Pada ABC titik D, E dan F masing-masing titik tengah sisi BC, AC dan AB, Jika 

K menyatakan keliling segitiga, buktikan bahwa 

½ K < AD + BE + CF < K 

15. *) Jika diketahui ABC dengan sisi-sisi a, b dan c. Selidikilah apakah mungkin 

membuat segitiga yang panjang sisinya adalah 

a. √𝑎,  √𝑏,  dan √𝑐,   

b. a2 , b2 dan c2. 

16. *) Diketahui ABC dan titik D terletak pada AC sehingga AB = AD. Jika diketahui 

pula ABC -   ACB = 300.  Berapakah BCD 

 

17. *)Diketahui trapezium ABCD dengan AB = 44 cm, BC = 25 cm, CD = 16 cm dan AD 

= 17 cm. hitunglah  

a. Panjang diagonal AC 

b. Panjang diagonal BD 

c. Hitunglah Luas trapezium tersebut 

18. **) diketahui sebuah segitiga lancip dan dan misalkan ABC ditentukan dengan cara 

berikut : Titik A adalah titik ptotong antara garis tinggi dari A terhadap sisi BC 

dengan setengah lingkaran kea rah luar segitiga yang digambarkan dengan sisi BC 

sebagai garis tengah. Titik B dan C ditentukan dengan cara yang serupa. Buktikan 

bahwa 

(𝐿∆𝐵𝐶𝐴)2 + (𝐿∆𝐶𝐴𝐵)2 +  (𝐿∆𝐴𝐵𝐶)2 = (𝐿∆𝐵𝐶𝐴)2  

19. **) Diketahui segiempat ABCD dan P, Q masing-masing adalah titik tengah CD dan 

AB. Garis AP berptongan dengan DQ di X. Garis BP berpotongan dengan CQ di Y. 

Buktikan bahwa 

L ADX + LBCY = Luas PXQY 
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 Kongkurensi dan Kelinearan 

 

Berbagai persoalan dalam berbagai disiplin ilmu yang memerlukan eksistensi 

(kewujudan) dari perpotongan beberapa buah garis,  yang di dalam geometri geometri 

dikenal dengan nama kongkurensi beberapa buah garis lurus. Secara aljabar, kadang kala 

eksistensinya ini sulit kita tunjukkan, akan tetapi dengan menggunakan berbagai konsep 

geometri hal ini bisa dengan mudah kita tunjukkan. 

 

 

 

BAB 

6 
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 Kongkurensi dan Kelinearan 

 

6.1. Teorema Ceva 

Memang ada cara lain yang dapat digunakan untuk menunjukkan beberapa garis 

berpotongan pada satu titik. Akan tetapi teorema Ceva dan teorema merupakan cara 

terbaik untuk menunjukkan eksistensi kolinearitas (tiga garis yang berpotongan di satu 

titik) dari bebarapa buah garis lurus. Karena kemudahannya ini maka teorema Ceva 

banyak digunakan termasuk untuk membuktikan kolilnearitas dari segienam talibusur 

serta berbagai penggunaan lainnya. 

Teorema 6.1.1a. (Teorema Ceva kasus 1.). 

JIka D, E dan F masing-masing adalah titik pada sisi BC, CA dan AB pada segitiga ABC. 

Maka garis AD, BE dan CF  adalah kongkuren (bertemu di satu titik) jika dan hanya jika 

 1 
EA

CE
.

DC

BD
.

FB

AF


       (6.1.1a)
 

Bukti : . Misalkan ketiga garis AD, BE dan CF kongkuren (bertemu disatu titi), 

katakan titik P. Misalkan pula LABC menyatakan luas segitiga ABC, maka berlaku : 

BAB 

VIII 
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          Gambar 6.1.1a 

  

FPBL

APFL

FCBL

ACFL

FB

AF











 

       FPBL - FCBL

APFL - ACFL






 

        BPCL

 APCL






    

Dengan cara yang sama akan diperoleh 

          
 CPAL

 BPAL

DC

BD




  dan  

                      
 APBL

CPBL

EA

CE




  

Jadi  

                   1













 APBL

CPBL
.

 CPAL

 BPAL
.

 BPCL

 APCL
 

EA

PCE
.

DC

BD
.

FB

AF
 

 Untuk membuktikan sebaliknya misalkan hasil kali perbandingan ketiga garis bernilai 

1, akan ditunjukkan bahwa ketiga garis bertemu di suatu titik. Untuk itu misalkan AD dan 

BE berpotongan di titik P, selanjutnya buat garis CP dan perpanjang sehingga memotong 

garis AB, katakan titik potongnya adalah F, berdasarkan hipotesis maka berlaku 

 1 
EA

CE
.

DC

BD
.

BF

AF
'

'

  

Jadi 

 
FB

AF
 

CE

EA
.

BD

DC

BF

AF
'

'

   

Kesamaan di atas mengatakan F = F. Jadi ketiga garis tersebut bertemu pada satu titik. 

 



Geometri Lanjut                                                                                                                            196  
 

Teorema 6.1.1b. (Teorema Ceva untuk kasus 2: konkurensi titik berada di luar 

segitiga). Jika titik 𝐴′, 𝐵′, dan 𝐶′ masing-masing adalah titik pada perpanjangan sisi 

𝐵𝐶, 𝐶𝐴, dan 𝐴𝐵 maka garis 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′dan 𝐶𝐶′ berpotongan di satu titik jika dan hanya jika: 

.1
'

'
.

'

'
.

'

'


AB

CB

CA

BA

BC

AC
      (6.1.1b) 

Bukti: Perhatikan Gambar 2.8 berikut 

 

Gambar 6.1.1b 

()Misalkan ketiga garis 

𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′dan 𝐶𝐶′ konkuren di titik 

𝑃, akan ditunjukkan persamaan 

(6.1.1b) berlaku, dengan 

menggunakan perbandingan luas 

segitiga. Perhatikan ∆𝐴𝐶𝐶′ dan 

∆𝐶′𝐶𝐵 dengan masing-masing 

alasnya 𝐴𝐶 ′dan 𝐶′𝐵.  

Misalkan ℎ𝑐 merupakan tinggi dari kedua segitiga tersebut, sehingga diperoleh 

𝐿∆𝐴𝐶𝐶 ′ =
2

1
. 𝐴𝐶′. ℎ𝑐        

𝐿∆𝐶′𝐶𝐵 =
2

1
. 𝐵𝐶′. ℎ𝑐       

Kemudian perhatikan ∆𝐶 ′𝑃𝐴 dan∆𝐶′𝑃𝐵 dengan masing-masing alasnya 𝐴𝐶 ′dan 𝐶′𝐵. 

Misalkan ℎ𝑝 merupakan tinggi dari kedua segitiga tersebut, sehingga diperoleh 

𝐿∆𝐶 ′𝑃𝐴 =
2

1
. 𝐴𝐶′. ℎ𝑝       

𝐿∆𝐶′𝑃𝐵 =
2

1
. 𝐵𝐶′. ℎ𝑝        

Perhatikan ∆𝑃𝐴𝐶dan ∆𝑃𝐵𝐶, 
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𝐿∆𝑃𝐴𝐶 = 𝐿∆𝐴𝐶𝐶 ′ + 𝐿∆𝐶′𝑃𝐴       

dan 

𝐿∆𝑃𝐵𝐶 = 𝐿∆𝐶′𝐶𝐵 + 𝐿∆𝐶′𝑃𝐵       

maka diperoleh perbandingan 

PBCLCBCL

PACLACCL

PBCL

PACL

''

''









      

Jadi 

PC

PC

hBChBC

hAChAC

PBCL

PACL

'..
2

1
'..

2

1

'..
2

1
'..

2

1










 

 

 PC

PC

hhBC

hhAC

PBCL

PACL










'.
2

1

'.
2

1

 

'

'

BC

AC

PBCL

PACL





         

dengan cara yang sama untuk ∆𝐴′𝐴𝐶 dan ∆𝐴′𝐴𝐵 diperoleh 

'

'

CA

BA

PACL

PABL





         

dan pada ∆𝐶𝐵𝐵′ dan ∆𝐴𝐵𝐵′ juga diperoleh 

'

'

AB

CB

PABL

PBCL





        

sehingga diperoleh 

PABL

PBCL

PACL

PABL

PBCL

PACL

AB

CB

CA

BA

BC

AC












 ..

'

'
.

'

'
.

'

'

 

.1
'

'
.

'

'
.

'

'


AB

CB

CA

BA

BC

AC
 ∎ 

() Untuk membuktikan sebaliknya, dengan menggunakan cara yang sama pada 

pembuktian Teorema Ceva Kasus 1. 
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Teorema 6.1.1c. (Teorema Ceva untuk kasus 3: konkurensi titik berada di luar 

segitiga).Jika titik 𝐷, 𝐸, dan 𝐹 masing-masing adalah titik pada perpanjangan sisi 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 

dan 𝐴𝐵 maka garis 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 dan 𝐶𝐹 berpotongan di satu titik jika dan hanya jika: 

.1.. 
EB

PE

FP

CF

DC

BD
       (6.1.1c) 

Bukti: Perhatikan Gambar 6.1.1c berikut. 

 

 

Gambar 6.1.1c. 

()Misalkan ketiga garis 𝐵𝐸, 𝐷𝐴 dan 𝐶𝐹 

konkuren di titik 𝑃, akan ditunjukkan 

persamaan (6.1.1c) berlaku, dengan 

menggunakan perbandingan luas segitiga. 

Perhatikan ∆𝐵𝑃𝐷 dan ∆𝐷𝑃𝐶 dengan 

masing-masing alasnya 𝐵𝐷 dan 𝐷𝐶. 

Misalkan ℎ𝑝 merupakan tinggi dari kedua 

segitiga tersebut, sehingga diperoleh 

𝐿∆𝐵𝑃𝐷 =
2

1
. 𝐵𝐷. ℎ𝑝    

𝐿∆𝐷𝑃𝐶 =
2

1
. 𝐷𝐶. ℎ𝑝               

Kemudian perhatikan ∆𝐵𝐴𝐷 dan∆𝐷𝐴𝐶 dengan masing-masing alasnya 𝐵𝐷 dan 𝐷𝐶. 

Misalkan ℎ𝐴 merupakan tinggi dari kedua segitiga tersebut, sehingga diperoleh 

𝐿∆𝐵𝐴𝐷 =
2

1
. 𝐵𝐷. ℎ𝐴       

𝐿∆𝐷𝐴𝐶 =
2

1
. 𝐷𝐶. ℎ𝐴        

Perhatikan ∆𝐵𝐴𝑃dan ∆𝐶𝐴𝑃, 

     𝐿∆𝑃𝐵𝐷 = 𝐿∆𝐵𝐴𝐷 + 𝐿∆𝐵𝐴𝑃 

maka 
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𝐿∆𝐵𝐴𝑃 = 𝐿∆𝑃𝐵𝐷 − 𝐿∆𝐵𝐴𝐷       

dan 

               𝐿∆𝐷𝑃𝐶 = 𝐿∆𝐶𝐴𝑃 + 𝐿∆𝐷𝐴𝐶 

maka 

𝐿∆𝐶𝐴𝑃 = 𝐿∆𝐷𝑃𝐶 − 𝐿∆𝐷𝐴𝐶       

Dari persamaan (2.45) dan (2.46) diperoleh perbandingan luas 

DACLDPCL

BADLPBDL

CAPL

BAPL









       

Sehingga diperoleh 

AP

AP

hDChDC

hBDhBD

CAPL

BAPL

..
2

1
..

2

1

..
2

1
..

2

1









 

 

 AP

AP

hhDC

hhBD

CAPL

BAPL










.
2

1

.
2

1

 

DC

BD

CAPL

BAPL





       

dengan cara yang sama untuk ∆𝐶𝐴𝐵 dan ∆𝐵𝐴𝑃 diperoleh 

FP

CF

BAPL

CABL





         

dan pada ∆𝑃𝐴𝐶 dan ∆𝐶𝐴𝐵 juga diperoleh 

EB

PE

CABL

PACL





         

Jadi 

CABL

PACL

BAPL

CABL

CAPL

BAPL

EB

PE

FP

CF

DC

BD












 ....  

.1.. 
EB

PE

FP

CF

DC

BD
 ∎ 

() Untuk membuktikan sebaliknya, dengan menggunakan cara yang sama pada 

pembuktian Teorema Ceva Kasus 1. 
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 Salah satu persoalan yang sering mengganjal dalam garis bagi atau bisektor 

sudut-sudut pada suatu segitiga adalah, bagaimana menunjukkan bahwa ketiga bisektor 

perpotongan pada suatu titik. Dengan menggunakan teorema Ceva hal itu dapat 

ditunjukkan dengan mudah. 

      Pada segitiga ABC misalkan AX, BY dan CY masing-masing adalah bisektor dari 

CAB, ABC dan BCA.  Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa AX, BY dan CZ adalah 

kongkuren dan titik konkurensinya ini disebut dengan incenter. Ingat bahwa incenter ini 

merupakan titik pusat jari-jari lingkaran dalam. Sebelum membuktikan konkurensi di 

atas, terlebih dahulu dibuktikan teorema  bisektor sudut. 

Teorema 6.1.2. Teorema bisektor sudut.   

Diberikan segitiga ABC , jika BP adalah bisektor sudut B, maka berlaku 

.PBCABP
PC

AP

BC

AB
  

Bukti :   Buat garis tinggi dari titik P 

ke sisi AB dan BC katakan titik Z dan 

Y. seperti pada gambar 6.1.2 kemudian 

buat garis tinggi dari titik  B ke sisi AC 

dan katakan titik X. selanjutnya  dari 

PZB  PYB diperoleh PZ = PY 

(mengapa ?). kemudian dari ABX  

APZ diperoleh 

              PY

BX

PZ

BX

AP

AB
  

 

Gambar 6.1.2 

Juga CBX  CPY, maka .
PY

BX

CP

CB
  Selanjutnya  

                               
.

CP

AP

BXCP

PY

PY

BXAP

BC

AB






  
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 Misalkan 
PC

AP

BC

AB
  ,  Misalkan P 

bisektor dari  B, dari premis maka 

haruslah berlaku 

'.
'

'
PP

CP

AP

PC

AP
  

  

 

gambar 6.1.3 

 

Teorema 6.1.3.: Ketiga bisektor sudut pada  ABC berpotongan pada satu titik. 

Bukti :  Dengan menggunakan teorema bisektor sudut (teorema 6.1.2) maka diperoleh 

                   
;,,

XC

BX

AC

AB

ZA

BZ

CA

BC

YC

AY

BC

AB
  

Selanjutnya 

                
.1

AB

BC

AC

AB

BC

CA

YA

CY

XC

BX

BZ

AZ
 

Kemudian oleh teoreme Ceva ini bermakna ketiga garis tersebut berpotongan pada satu 

titik.  

 Untuk segitiga ABC, bila AX menjadi bisektor BC (garis di sekolah menengah 

mungkin dikenal dengan istilah garis berat), maka BX = XC, sehingga bila AX, BY dan 

CZ masing-masing adalah garis berat pada segitiga ABC, maka jelas berlaku   

                   
1 

YA

CY
.

XC

BX
.

ZB

AZ


 

Selanjutnya misalkan P adalah titik pusat lingkaran dalamnya, perhatikan segitiga ACX 

dengan titik B, P dan Y, maka berlaku 

               
1111 

YZ

CY

XC

BX

ZB

AZ
 

Maka  
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

PA

XP

BX

CB

YC

AY
1  

               2

1
211 

PA

XP

PA

XP
 

Jadi bila P titik pusat lingkaran dalam, maka 

berlaku 

                      2

1


PZ

CP

PY

BP

PX

AP
 

 

Gambar 6.1.4 

Berikut ini, juga dengan menggunakan teorema Ceva akan titunjukkan bahwa 

garis tinggi (yang melahirkan orthocenter) juga berpotongan pada satu titik. 

Corollary 6.1.1. Dalam sebarang segitiga, maka garis tinggi berpotongan pada satu titik 

 

                   Gambar 6.1.5 

Bukti : Perhatikan bahwa ACD   

BCE, sehingga diperoleh 

        AD

BE
 

DC

CE


 

Dengan cara yang sama diperoleh 

        BE

CF
 

EA

AF


         

dan 

       CF

AD
 

FB

BD


 

Sehingga 

  1  
AD

BE
.

CF

AD
.

BE

CF

DC

CE
.

FB

BD
.

EA

AF

EA

CE
.

DC

BD
.

FB

AF
  

          Karena persamaan bernilai satu, maka menurut teorema Ceva ketiga garis tinggi 

juga bertemu pada satu titik. Kita tau bahwa tidak selalu titik orthocenter ini berada di 

dalam segitiga, perhatikan gambar 6.1.6, sebagai latihan penulis dapat membuktikan 

bahwa ketiga garis tingginya juga berpotongan disatu titik. 
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           Bukti teorema ceva ini sangat banyak, 

cara di atas dengan menggunakan konsep luas 

daerah hanyalah salah saatu cara 

pembuktiannya. Berikut ini akan diberikan 

cara pembuktian lain yaitu dengan 

menggunakan konsep trigonometri. 

 

Gambar 6.1.6 

Misalkan  

      CAA = 1,       AAB = 2,  

     ABB = 1,        BBC = 2,  

     BCC = 1  dan  CCA = 2. 

Maka 

     sin 𝛼1 = 𝐴𝐶.
sin 𝐶

𝐴𝐴
 

     sin 𝛼2 = 𝐵𝐴.
sin 𝐵

𝐴𝐴
 

 Jadi 

 

Gambar 6.1.7 

                           
sin  𝛼2

sin 𝛼1
=

𝐵𝐴 sin 𝐵

𝐴𝐶 sin 𝐶
 

Dengan cara yang sama akan diperoleh  

                           
sin  𝛽2

sin 𝛽1
=

𝐶𝐵 sin 𝐶

𝐵𝐴 sin 𝐴
 

                            
sin 𝛾2

sin 𝛾1
=

𝐴𝐶 sin 𝐶

𝐶𝐵 sin 𝐵
 

Maka berdasarkan teorema Ceva AA, BB dan CC berpotongan disatu titik jika dan 

hanya jika 

                     
sin  𝛼2

sin 𝛼1
.

sin  𝛽2

sin 𝛽1
.

sin 𝛾2

sin 𝛾1
=  1. 

  Jika anda sangat memahami konsep kesebangunan dalam segitiga, maka konsep 

kesebangunan ini juga dapat anda gunakan untuk membuktikan teorema Ceva tersebut. 

Coba perhatikan gambar 6.1.8a. jika pada gambar 6.1.8a tersebut buat garis melalui titik 
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A yang sejajar dengan BC, Kemudian perpanjang sisi BB  dan CC sehingga memotong 

garis yang melalui A tadi ti titik D dan E seperti pada gambar 6.1.8b 

. 

 

gambar 6.1.8a 

 

gambar 6.1.8b 

 

 Maka dapat ditunjukkan bahwa 

                                 
𝐶𝐵′

𝐵′𝐴
=

𝐵𝐶′

𝐴𝐷
,      

𝐴𝐶′

𝐶′𝐵
=

𝐸𝐴

𝐵𝐶
 

Karena 

                                 
𝐵𝐴′

𝐴𝐷
=

𝐴′𝑂

𝑂𝐴
=

𝐴′𝐶

𝐸𝐴
 

diperoleh 

                                   
𝐵𝐴′

𝐴′𝐶
=

𝐴𝐷

𝐸𝐴
 

Maka 

                                   
𝐵𝐴′

𝐴′𝐶
.

𝐶𝐵′

𝐵′𝐴
.

𝐴𝐶′

𝐶′𝐵
=

𝐴𝐷

𝐸𝐴
.

𝐵𝐶

𝐴𝐷
.

𝐸𝐴

𝐵𝐶
= 1 

Sebaliknya misalkan berlaku 

                   
𝐵𝐴′

𝐴′𝐶
.

𝐶𝐵′

𝐵′𝐴
.

𝐴𝐶′

𝐶′𝐵
= 1                                                                 (6.1.2) 

Misalkan pula 𝐴′, 𝐵′ 𝑑𝑎𝑛 𝐶′ masing-masing berada pada sisi BC, AC dan AB 

(untuk kasus lain dapat dibuktikan dengan cara yang sama), selanjutnya misalkan 
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B𝐵′, 𝐶𝐶′ berptongan di titik O, hubungkan AO, katakan bertemu dititik 𝐴′′ , akan 

ditunjukkan 𝐴′ =  𝐴′′ , dari premis tentunya berlaku 

                 
𝐵𝐴′′

𝐴′′𝐶
.

𝐶𝐵′

𝐵′𝐴
.

𝐴𝐶′

𝐶′𝐵
= 1                                                               (6.1.3) 

Maka dari persamaan (6.1.2) dan (6.1.3) akan diperoleh 𝐴′ =  𝐴′′ . 

 Berikut ini akan diberikan bentuk lain dari akibat teorema ceva. Akan tetapi 

dalam hal ini pembuktiannya akan diberikan dengan menggunakan konsep luas, 

diharapkan kepada pembaca untuk membuktikannya dengan menggunakan teorema Ceva 

(sebagai latihan). 

Teorema 6.1.4:  Suatu garis dari titik C pada ABC memotong garis berat dari titik A 

dengan sama panjang. Buktikan  garis tersebut membagi ABF dengan perbandingan 1 : 2. 

Bukti :  Perhatikan gambar 6.1.9, misalkan 

AD garis berat dan CF memotong AD 

menjadi dua bagian garis yang sama 

panjang. 

           LABD = LADC 

                         = ½ LABC 

Kemudian, karena M adalah titik tengah 

garis AD, maka  

         LAMC = LCND 

                        = ½ LADC 

                        = ¼ LABC 

 

gambar 6.1.9 

Sekali lagi, karena M titik tengah garis AD, maka 

 LBMD = LBMA 

                        = ½ LBDA 

                        = ¼ LABC 

Karena 

   LBCM = LBDM + LCMO 
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    = ¼ LABC + ¼ LABC 

    = ½ LABC 

Tetapi 

                
𝐴𝐹

𝐵𝐹
=  

𝐿∆𝐴𝐶𝐹

𝐿∆𝐵𝐶𝐹
=  

𝐿∆𝐴𝑀𝐹

𝐿∆𝐵𝑀𝐹
 

Oleh karena itu  

               
𝐴𝐹

𝐵𝐹
=  

𝐿∆𝐴𝐶𝐹− 𝐿∆𝐴𝑀𝐹

𝐿∆𝐵𝐶𝐹− 𝐿∆𝐵𝑀𝐹
 

              
𝐴𝐹

𝐵𝐹
=  

𝐿∆𝐴𝐶𝑀

𝐿∆𝐵𝐶𝑀
 

              
𝐴𝐹

𝐵𝐹
=  

1

4
𝐿∆𝐴𝐵𝐶

1

2
𝐿∆𝐴𝐵𝐶

=  
1

2
 

Jadi AF : BF = 1 : 2 

 

Teladan 6.1.2 : Pada segiempat ABCD, 

diagonal AC dan BD berpotongan di titik M, 

sehingga AM = MC dan DM = 2MB, misalkan 

titik X dan Y pada sisi MC dan BC sehingga D, 

X dan Y segaris 

Penyelesaian :  karena DM = 2 MB maka 

diperoleh  

            
𝐷𝑀

𝐵𝐷
=

𝐷𝑀

𝐵𝑀+𝑀𝐷
=

2𝑀𝐵

3𝑀𝐵
=

2

3
 

Karena AM = MC, maka 

 

gambar 6.1.10 

                    
𝐶𝑋

𝑀𝑋
=

𝐶𝑀−𝑋𝑀

𝑋𝑀
=

𝐶𝑀

𝑋𝑀
−

𝑋𝑀

𝑋𝑀
=

1

2
(

𝐴𝐶

𝑋𝑀
) −  1 =

1

2
. 3 − 1 =

1

3
 

Selanjutnya perhatikan segitiga MBC dengan titik D, X dan Y. maka diperoleh 

                     
𝐵𝑌

𝑌𝐶
.

𝐶𝑋

𝑋𝑀
.

𝑀𝐷

𝐷𝐵
= 3 ×

1

2
×

2

3
= 1 

Ini bermakna bahwa ketiga titik D, X dan Y adalah segaris 
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Teladan 6.1.3 : Perhatikan segiempat ACGE dengan H adalah titik potong AC dan GE, 

garis AE dan CG bertemu di I sedangkan garis AC dan EG bertemu di D. Misalkan B titik 

potong IH dan AC seperti pada gambar disebelah. Buktikan bahwa 

𝐴𝐵

𝐵𝐶
=

𝐴𝐷

𝐷𝐶
 

Penyelesaian : Cara I. Perhatikan  

ACI, AEC dan CEI, maka dengan 

menggunakan teorema Menelaus akan 

diperoleh 

          
𝐶𝐷

𝐷𝐴
.

𝐴𝐸

𝐸𝐼
.

𝐼𝐺

𝐺𝐶
= 1,       

           
𝐴𝐵

𝐵𝐶
.

𝐶𝐻

𝐻𝐸
.

𝐸𝐼

𝐼𝐴
= 1,      

           
𝐶𝐺

𝐺𝐼
.

𝐼𝐴

𝐴𝐸
.

𝐸𝐻

𝐻𝐶
= 1,       

gambar 6.1.11 

   

Bila ketiga persamaan di atas dikalikan maka akan diperoleh  

                               
𝐴𝐵

𝐵𝐶
=

𝐴𝐷

𝐷𝐶
 

Cara II.  Gunakan teorema Ceva pada ACI, maka diperoleh 

                    
𝐼𝐸

𝐸𝐴
.

𝐴𝐵

𝐵𝐶
.

𝐶𝐺

𝐺𝐼
= 1 

Kemudian pada ACI gunakan teorema Menelaus, dengan garis transversalnya adalah 

EGD, maka diperoleh.  

                     
𝐴𝐷

𝐷𝐶
.

𝐶𝐺

𝐺𝐼
.

𝐼𝐸

𝐸𝐴
= 1 

Maka dapat ditunjukkan  

                          
𝐴𝐵

𝐵𝐶
=

𝐴𝐷

𝐷𝐶
. 
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6.2. Teorema Brianchon 

Kalau teorema Pascal merupakan eksistensi kolinearitas dari titik potong enam titik pada 

lingkaran, maka berikut ini sebagai perluasan dari teorema pascal yang berupa eksistensi 

kongkurensi dari diagonal segienam yang berada pada suatu lingkaran yang dikenal 

dengan teorema Brianchon berikut ini. 

Teorema 6.2.1 (Teorema Brianchon) : Jika semua sisi dari suatu segienam menyinggung 

sebuat lingkaran, maka ketiga diagonalnya adalah kongkuren (atau mungkin juga sejajar). 

Bukti : Perhatikan gambar 6.2.1. Misalkan 

A, B, C, D, E dan F adalah titik sudut dari 

segienam tersebut dan misalkan pula R, Q, 

T, S, P dan U masing-masing adalah titik 

singgung dari sisi AB, BC, CD,  DE,  EF 

dan FA terhadap lingkaran tersebut 

(perhatikan gambar 6.2.2). tanpa 

mengurangi perumuman kita misalkan 

segienam tersebut konvek. Dengan 

diagonal AD,  BE dan CF yang kesemuanya 

tidak sejajar.  

 

Gambar 6.2.1 

 Perpanjang  garis FE, BC, BA, DE, DC dan FA dan membentuk titik P, Q, R, S, 

T dan U sehingga 

  PP = QQ = RR = SS = TT = UU 

       Selanjutnya bentuk lingkaran I yang menyinggung PP dan QQ di titik P dan Q, 

lingkaran II yang menyinggung RR dan SS dititik R dan S, lingkaran III yang 

menyinggung TT dan UU dititik T dan U seperti pada gambaru 6.2.2 

Perhatikan bahwa  

AU = UU - AU = RR - AR = AR 

dan 
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  DT = DT -+ TT = DS + SS = DS 

Yang mana A dan D menpunyai kuasa yang sama terhadap lingkaran ke II dank e III, jadi 

AD merupakan sumbu radikal dari lingkaran I dan III, akibatnya AD, BE dan CF 

kongkuren. 

 

Gambar 6.2.2 
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Soal Latihan 8. 

1. Buktikan teorema 6.1.4 dengan menggunakan teorema Ceva 

2. Gunakan Rumus Trigonometri untuk membuktikan teorema Ceva 

3. Dengan menggunakan bukti teorema Ceva versi trigonometri, buktikan bahwa garis 

tinggi suatu segitiga berpotongan disatu titik. 

4. Hal yang sama seperti soal nomor 3 akan tetapi untuk garis berat. 

5. Tunjukkan bahwa circumcenter berpotongan disatu titik. 

6. Misal pada ABC panjang sisinya adalah a, b dan c.  I adalah incenter, jika D, E, F 

masing-masing titik potong dari titik sudut ke sisi dihadapannya yang melalui 

incenter. Tunjukan berlaku 
𝑏+𝑐

𝑎
=

𝐼𝐴

𝐼𝐷
 

7. Dalam sebuah ABC, buat titik A1, B1 

dan C1 masing-masing pada sisi BC, 

AV dan AB sehinga AA1, BB1 dan CC1 

kongkuren. Tunjukkan bahwa berlaku 

          |
𝑀𝐴

𝑀𝐴1
| =  |

𝐶1𝐴

𝐶1𝐵
+ |

𝐵1𝐴

𝐵1𝐶
|| 

  
 

 

8. Perhatikan gambar disebelah, PT 

adalah bisektor P sedangkan QT 

dan RT adalah bisektor sudut luar 

dari Q dan R. tunjukkan bahwa PT, 

QT dan RT berpotongan disatu titik 
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9. Pada gambar disebelah, lingkarannya 

adalah lingkaran luar dari PQR, 

gunakan teorema ceva untuk 

menunjukkan bahwa PO, AO dan BO 

berpotongan di satu titik. 

 

10. Pada ABC,  jika  AX,  BY dan CZ berpotongan di titip P,  Jika AX adalah garis bagi 

A dan BX. CY = XC. BZ. Tunjukkan bahwa ABC sama kaki. 

11. Pada ABC,  jika  AX,  BY dan CZ masing-masing adalah garis bagi dari segitiga 

tersebut yang berpotongan di titik P. Jika BP . ZP = BZ. AP. Tunjukkan bahwa ABC 

adalah segitiga siku-siku.  

12. Perhatikan gambar di bawah ini, 

AM adalah garis tinggi dari titik 

A, dan N adalah sebarang titik 

pada AN, kemudian buat garis  

BN  memotong AC di E  dan CN 

yang memotong AB di F, 

Tunjukkan bahwa EMN  = 

FMN  

 

Petunjuk : perpanjan garis ME dan MF dan buat garis dari titik A yang sejajar dengan BC 

sehingga memotong perpanjangan garis ME dan MF tadi. 
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13. *). Perhatikan gambar disebelah, 

AD, BE dan CF adalah garis 

tinggi. Buktikan bahwa garis 

yang tegak lurus dari A ke EF, 

garis yang tegak lurus dari B ke 

DF dan garis yang tegak lurus 

dari C ke DE, ketiganya 

berpotongan di satu titik. 

Petunjuk : gunakan bukti Ceva 

secara trigonometri 

 

14. Misalkan ABCD adalah suatu trapezium yang AB // CD, jika M dan N adalah titik 

tengah dari AB dan CD, buktikan bahwa MN, AC dan BD adalah kongkuren. 

 

15. *) Ini merupakan bentuk lain dari 

teorema Ceva. Perhatikan gambar 

disebelah,  AX, BY dan CZ 

berpotongan di titik P, buat garis 

AN dan CN yang sejajar dengan 

YB, tunjukkan bahwa berlaku 

            
1

YA

CY

XC

BX

ZB

AZ
 

Pentunjuk : gunakan 

AN

BP

ZA

BZ

BP

CM

XB

CX

CM

AN

YC

AY
 ,,

 

 

16. Perhatikan gambar di bawah ini, misalkan titik P berada dalam ABC, kemudian 

bisektor dari BPC, CPA dan APB memotong sisi BC, CA dan AB masing-

masing di titik X, Y dan Z, tunjukkan bahwa AX, BY dan CY adalah kongkuren 
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17. Gunakan teorema ceva untuk membuktikan perpendicular bisektor adalah konkuren 

18. Bisakah anda justifikasi, apakah bisa digunakan teorema Ceva untuk menunjukkan 

eksistensi titik pusat lingkaran singgung luar. 

19. Misalkan A1. B1 dan C2 sebarang titik pada sisi BC, CA dan AB pada ABC, 

tunjukkan bahwa garis yang tegak lurus dari A1, B1 dan C1 akan berpotongan di satu 

titik jika dan hanya jika  

                 (𝐵𝐴1)2 − (𝐴1𝐶)2 + (𝐶𝐵1)2 − (𝐵1𝐴)2 + (𝐴𝐶1)2 − (𝐶1𝐵)2 = 0 

Catatan : Kondisi ini di sebut dengan teorema Carnot. Dengan cara lain sudah 

dibuktikan pada bab 6. 

20. Perhatikan gambar disebelah yaitu 

gambar yang sama seperti pembuktian 

teorema Pythagoras. ABC sikut-siku di 

C. Tunjukkan bahwa garis AP, BQ dan 

CR berpotongan di satu titik. 
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21. Pada sebuah ABC, misalkan AP adalah garis bagi A, BQ adalah garis berat sisi AC 

dan CR adalah garis tinggi dari titik C ke garis AB. Periksalah apakah ketiga garis 

tersebut berpotongan disatu titik. 

22. **). Hal yang sama seperti soal no 16, tunjukkan bahwa 𝑐𝑜𝑠𝐴 =
𝑐

𝑏+𝑐
 .  

23. Diberikan ABC, kontruksilah titik A, B dan C sehingga ABC, BCA dan CAB 

adalah segitiga sama-kaki yang memenuhi BCA = CBA = A,   CAB = ACB 

= B,  ABC = BAC = C, kemudian tunjukkan bahwa AA, BB dan CC adalah 

kongkuren.  

 

 

 

6.3. Teorema Menelaus  

Kalau teorema Ceva memberikan syarat untuk tiga buah garis dari masing-masing titik 

sudut suatu segitiga bertemu pada suatu titik (konkuren), maka berikut ini akan diberikan 

syarat agar tiga buah titik yang berada pada sisi-sisi atau pada perpanjangan sisi-sisi 

suatu segitiga yang adalah segaris (colinear).  

Teorema 6.3.1. (Teorema Menelaus). 

Jika titik D, E dan F masing-masing terletak ada sisi BC, CA dan AB pada  ABC, Maka 

titik D, E dan F adalah segaris jika dan hanya jika 

      1- 
EA

CE
.

DC

BD
.

FB

AF
  

Bukti :  Misalkan ketiga titik D, E dan F adalah segaris, dan misalkan pula titik G 

pada AC sehingga DE sejajar dengan BG, maka diperoleh AFE   ABG yang 

mengakibatkan  

        
EG

AE
 

FB

AF
  

dan dari BCG   DCE, menghasilkan  

                
EC

GE
 

DC

BD
  
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                         Gambar 6.3.1 

Sehingga diperoleh 

 1- 
EA

CE
.

EC

GE
.

EG

AE

EA

CE
.

DC

BD
.

FB

AF


 

 

 Misalkan perbandingan hasilkali ketiganya bernilai -1, Misalkan pula perpotongan DE 

dengan AB adalah F, maka berdasarkan hipotesis diperoleh 

  1- 
EA

CE
.

DC

BD
.

BF

AF
'

'

  

Yang mengakibatkan 

  
FB

AF
 

CE

EA
.

BD

DC

BF

AF
'

'

  

Ini mengatakan bahwa F = F, jadi ketiga titik adalah segaris.   ▼ 

 Kalau teorema Menelaus adalah untuk menunjukkan kolinearitas dari dua titik 

yang berada pada penggal garis (sisi-sisi segitiga) dan satu titik lagi berada pada 

perpanjangan pengal garis dari sisi lainnya.  Berikut ini akan ditunjukkan kewujudan 

kolinearitas dari tiga buah titik yang kesemuanya tidak berada pada penggal garis dari 

sisi-sisi segitiga tersebut, akan tetapi berada pada perpanjangan penggal garis tersebut. 

Teorema tentang ini sering juga disebut dengan teorema transversal Menelaus.  Kondisi 

seperti ini yang nantinya juga dikembangkan pada kolinearitas pada lingkaran, elips dan 

lain sebagainya. 

Teorema 6.3.2. Teorema Transversal Menelaus 

Jika titik X, Y dan Z masing masing berada pada perpanjangan sisi CB, AC dan AB, maka 

X, Y dan Z adalah segari jika dan hanya jika  
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𝐴𝑍

𝑍𝐵
.

𝐵𝑋

𝑋𝐶
.

𝐶𝑌

𝑌𝐴
=  −1 

 

gambar 6.3.2a 

Bukti : Buat  masing-masing garis tegak lurus dari titik A, B dan C ke sisi XZ 

(perhatikan gambar      6.3.2a dan 6.3.2b) dan misalkan panjangnya berturut-turut adalah 

h1, h2 dan h3.  Maka dengan mudah anda akan dapat Menunjukkan bahwah 

                    
𝐴𝑍

𝑍𝐵
=  −

ℎ1

ℎ2
,     

𝐵𝑋

𝑋𝐶
=  −

ℎ2

ℎ3
     dan    

𝐴𝑌

𝑌𝐶
=  −

ℎ1

ℎ3
 

Selanjutnya akan anda peroleh 

        
𝐴𝑍

𝑍𝐵
×

𝐵𝑋

𝑋𝐶
×

𝐶𝑌

𝑌𝐴
=  −1 

Untuk membuktikan sebaliknya persis 

sama dengan pembuktian teorema 

Menelaus. 

 

 

gambar 6.3.2b 

Teladan 6.3.2: Jika ABCD suatu persegi, perpanjang AB sampai di P sehingga BP = 2AB. 

Misalkan M titik tengah dari CD dan Q titik perpotongan antara AC dan BM. Tentukan 

posisi dari R pada BC sehingga P, Q dan R segaris. 
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Penyelesaian : dari BP = 2AB, maka AP : PB = 3 : -2,  selanjutnya dapat ditunjukkan 

bahwa ABQ  CMQ, sehingga CQ : QA = CM : AB =  1 : 2, maka berdasarkan 

teorema Menelaus terhadap segitiga ABC 

                         
𝐴𝑃

𝑃𝐵
.

𝐵𝑅

𝑅𝐶
.

𝐶𝑄

𝑄𝐴
= 1 

Jadi BR : RC = 4 : 3 

 

Gambar 6.3.3 

 

 

 

 

 

6.4. Konsekuensi Dari Teorema Ceva Dan Menelaus 

Penggunaan teorema ceva telah dibahas dalam subbab 6.1 dan 6.2,  yang diantaranya 

untuk menunjukkan kongkurensi dari ketiga garis bagi, garis berat dan garis tinggi dari 

suatu segitiga. Sebenarnya sangat banyak sekali penggunaan teorema Ceva dan Menelaus 

ini. Berikut ini akan diberikan beberapa konsekuensi dari teorema Ceva dan Menelaus.  

Teorema 6.4.1..Jika D, E dan F masing-masing titik potong garis dari A, B dan C 

terhadap sisi-sisi ABC seperti pada gambar  6.4.1 di bawah. Jika X, Y dan Z masing-

masing merupakan titik tengah dari sisi AD, BE dan CF, tunjukkan bahwa X, Y dan Z 

adalah segaris.  
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Gambar  6.4.1 

 

Bukti : Misalkan A1, B1 dan C1 masing-masing adalah titik tengah dari sisi BC. AC dan 

AB. Maka B1C1 sejajar dengan BC, dengan B1. C1 dan X adalah segaris, sehingga 

                       
𝐵𝐷

𝐷𝐶
=  

𝐶1𝑋

𝑋𝐵1
 

Dengan cara yang sama akan diperoleh  

  
𝐶𝐸

𝐸𝐴
=  

𝐴1𝑌

𝑌𝐶1
  dan 

𝐴𝐹

𝐹𝐵
=  

𝐵1𝑍

𝑍𝐴1
 

Selanjutnya berdasarkan teorema Menelaus terhadap  ABC dengan garis DEF diperoleh    

                   
𝐵𝐷

𝐷𝐶
.

𝐶𝐸

𝐸𝐴
.

𝐴𝐹

𝐹𝐵
=  −1 

Lalu 

               
𝐶1𝑋

𝑋𝐵1
.

𝐵1𝑍

𝑍𝐴1
.

𝐴1𝑌

𝑌𝐶1
=  −1 

Ini bermakna bahwa X, Y dan Z adalah segaris. 

Teorema 6.4.2 : Misalkan G centroid dari ABC, Melalui G dibuat garis lurus yang 

memotong AB di B dan memotong AC di N. Tunjukkan bahwa 

 AM . NC + AN .MB = AM . AN 

Bukti : Kita tau bahwa  

                  
𝑁𝐶

𝐴𝑁
+ 

𝑀𝐵

𝐴𝑀
= 1 

Jika seandainya  MN sejajar dengan BC maka  
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𝑁𝐶

𝐴𝑁
=  

𝑀𝐵

𝐴𝑀
=  

𝐺𝐾

𝐴𝐾
=  

1

2
 

Maka hasil lansung benar. 

 

gambar 6.4.2 

          Selanjutnya misalkan MN dan BC berpotongan di titik P. maka dengan teorema 

Menelaus untuk AKB dengan garis PMG diperoleh 

                   
𝐵𝑃

𝑃𝐾
.

𝐾𝐺

𝐺𝐴
.

𝐴𝑀

𝑀𝐵
=  1     (dalam nilai mutlak) 

Apabila 
𝐾𝐺

𝐺𝐴
=  

1

2
,   diperoleh 

                  𝐵𝑃 =  
2.𝑀𝐵.𝑃𝐾

𝐴𝑀
 

 Dengan cara yang sama kita gunakan teorema Menelaus untuk ACK dengan garis PGN, 

maka akan diperoleh persamaaan  

                     𝑃𝐶 =  
2.𝐶𝑁.𝐾𝑃

𝑁𝐴
 

Karena PC - PK = KC = BK = PK – PB, jika disubsitusikan kedalam persamaan di atas, 

maka akan diperoleh AM . NC + AN .MB = AM . AN. 

 Suatu bangun bidang dikatakan konvek jika setiap dua titik dalam bidang tersebut 

dihubungkan, maka garis penghubunga kedua titik tersebut semuanya berada dalam 

bangun tersebut. Berikut ini diberikan penggunaan secara bersama teorema Ceva dan 

Menelaus untuk segi-empat konvek, yang mana hasilnya adalah dalam bentuk 

perbandingan sisi-sisinya.  

Teorema 6.4.3 : Dalam segiempat konvek ACGE, Sisi AG berpotongan dengan CE di H, 

perpanjangan AE berpotongan dengan perpanjangan CG di I.  Perpanjangan EG 

berpotongan dengan perpanjangan  AC di D. dan garis IH berpotongan dengan EG di F 

dan dengan AD di B. Maka  
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i. 
𝐴𝐵

𝐵𝐶
= −

𝐴𝐷

𝐷𝐶
  

ii. 
𝐸𝐹

𝐹𝐺
= −

𝐸𝐷

𝐷𝐺
 

Dalam hal ini arah segmen garis digunakan 

Bukti : (i). perhatikan gambar 

disebelah dan gunakan teorema Ceva 

untuk ACI, maka diperoleh 

                
𝐼𝐸

𝐸𝐴
.

𝐴𝐵

𝐵𝐶
.

𝐶𝐺

𝐺𝐼
= 1 

Sedangkan kalau digunakan teorema 

Menelaus untuk ACI tersebut 

dengan garis EGD akan diperoleh 

                 
𝐴𝐷

𝐷𝐶
.

𝐶𝐺

𝐺𝐼
.

𝐼𝐸

𝐸𝐴
= −1 

Maka 

              
𝐴𝐵

𝐵𝐶
= −

𝐴𝐷

𝐷𝐶
  

 

 

Gambar 6.4.3 

 (ii). Gunakan teoema Ceva untuk IEG, maka dipeoleh 

               
𝐼𝐴

𝐴𝐸
.

𝐸𝐹

𝐹𝐺
.

𝐺𝐶

𝐶𝐼
= 1 

 Kemudian gunakan teorema Menelaus untuk IEG tersebut, maka diperoleh 

               
𝐸𝐷

𝐷𝐺
.

𝐺𝐶

𝐶𝐼
.

𝐼𝐴

𝐴𝐸
= −1 

Maka  

             
𝐸𝐹

𝐹𝐺
= −

𝐸𝐷

𝐷𝐺
 

 

 Berikut ini diberikan bukti lain dari contoh di atas, akan tetapi arah segmen garis 

tidak digunakan (tentunya tanda pada kesamaan akan berobah). Pembuktian cukup 

digunakan hanya dengan menggunakan konsep luas saja. Hal ini sengaja diberikan 
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dengan tunjuan untuk menunjukkan yang menjadi konten utama dalam buku ini yaitu 

menunjukkan bahwa banyak teorema dan persoalan dalam goemeti bisa diselesaikan 

dengan konsep yang cukup sederhana, seperti konsep luas, teorema Pythagoras dan lain 

konsep geoemetri sederhana lainnya yang sudah dikenal pada tingkat sekolah menengah. 

Teladan 6.4.1 : Perhatikan gambar 

berikut,  pada segiempat convek ABCD, 

garis DA dan CB berpotongan di K, 

garis AB dan DC berpotongan di L, 

garis AC dan KL berpotongan di G, 

garis DB dan KL berpotongan di F. 

buktikan 

         
𝐾𝐹

𝐹𝐿
=

𝐾𝐺

𝐺𝐿
 

 

gambar 6.4.4 

 

Penyelesaian :  perhatikan bahwa 

 
𝐾𝐹

𝐹𝐿
=

𝐿∆𝐾𝐵𝐷

𝐿∆𝐿𝐵𝐷
=

𝐿∆𝐾𝐵𝐷

𝐿∆𝐾𝐵𝐿
×

𝐿∆𝐾𝐵𝐿

𝐿∆𝐿𝐵𝐷
 

                  =  
𝐶𝐷

𝐶𝐿
×

𝐴𝐾

𝐴𝐷
 

                  =
𝐿∆𝐴𝐶𝐷

𝐿∆𝐴𝐶𝐿
×

𝐿∆𝐴𝐶𝐾

𝐿∆𝐴𝐶𝐷
=

𝐿∆𝐴𝐶𝐾

𝐿∆𝐴𝐶𝐿
   =  

𝐾𝐺

𝐿𝐺
 

Teladan 6.4.2  : Pada ABC disebelah, buat AX dan BY yang berpotongan di titik R,  jika 

𝐴𝑌

𝑌𝐶
= 𝑝   dan 

𝐴𝑅

𝑅𝑋
= 𝑞 tentukanlah perbandingan 

𝐵𝑋

𝑋𝐶
 dalam bentuk p dan q. 

Penyelesian :  Perhadikan AXC dan sisi BRY sebagai transversalnya, maka dengan 

menggunakan  teorema Menelaus akan diperoleh : 

𝐴𝑅

𝑅𝑋
.
𝑋𝐵

𝐵𝐶
.
𝐶𝑌

𝑌𝐴
= 1 

Maka 

               
𝐵𝐶 

𝑋𝐵
=  

𝐴𝑅

𝑅𝑋
.

𝐶𝑌

𝑌𝐴
=

𝑞

𝑝
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Jadi            

              
𝐵𝑋+𝑋𝐶

𝐵𝑋
=  

𝑞

𝑝
 

1 +
𝑋𝐶

𝐵𝑋
=  

𝑞

𝑝
 

         
𝑋𝐶

𝐵𝑋
=  

𝑞

𝑝
−  1 =

𝑞−𝑝

𝑝
  

Jadi 

      
𝐵𝑋

𝑋𝐶
=  

𝑝

𝑞−𝑝
 

 

gambar 2.6.5 

Teladan 6.4.3 : Pada ABC, titik D, E dan F berturut-turut merupakan titik potong garis 

tinggi dari titik A, B dan C terhadap sisi BC, CA dan AB. Bila P, Q dan R adalah titik 

potong garis tinggi dari titik A, B dan C pada EF, FD dan DE. Tunjukkan P, Q dan R 

adalah segaris. 

Penyelesaian : Pertama-tama tunjukkan secara trigonometri bahwa  

        sin FAP = cos AFP = cos C.   

Dengan cara yang sama anda dapat 

menunjukkan   

      sinPAE = cos B = sinECR 

      sinRCD = cos A, sinDBQ = cos A 

dan 

      sinQBF = cos C.  

Maka 

sin 𝐹𝐴𝑃

sin 𝑃𝐴𝐸
.
sin 𝐸𝐶𝑅

sin 𝑅𝐶𝐷
.
sin 𝐷𝐵𝑄

sin 𝑅𝐵𝐹
= 1  

Ini bermakna bahwa titik P, Q dan R 

adalah segaris 

 

Gambar 6.2.6 

                      .  
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Soal Latihan  9. 

1. Perhatikan gambar disebelah, dimana 

P  adalah orthocenter dari ABC. 

Tunjukkan bahwa ketiga garis tinggi 

berpotongan disatu titik. 

 

 

2. Buktikan teorema Menelauos dengan menggunakan luas daerah. 

3. Dalam ABC, D dan E masing-masing berada pada garis BC dan CA, jika AD dan BE 

berpotongan di titik S. kemudian CP dan AB berpotongan dititik P, Jika DE dan AB 

berpotongan dititik Q, tunjukkan  

QB

AQ
 

PB

AP
  

4. Jika G centroid dari  ABC dan  ABC sebangun dengan  ABC dengan 

perbandingan 1 : 2, maka G juga centroid dari  ABC.. 

5. Jika pada gambar disebelah B = 900, BC = 3 

cm, AB = 4 cm , AD = 1 cm. Tentukan 

panjang sisi BF. 

 

 

6. Misalkan P titik di dalam ABC, AP, BP dan CP masing-masing memotong sisi BC, 

CA dan AB di titik D, E dan F, tunjukkan bahwa 
𝑃𝐷

𝐴𝐷
+

𝑃𝐸

𝐵𝐸
+

𝑃𝐹

𝐶𝐹
= 1 
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7. Jika pada suatu  ABC, AP, BQ dan CR bertemu di suatu titik, tunjukkan bahwa  : 

1
CR

TR

BQ

TQ
 

AP

TP
 

8. Jika pada gambar disebelah AM = MC 

dan DM = 2MB, buat titik X dan Y 

masing-masing pada sisi CM dan BC 

sehingga 

            
𝐴𝐶

𝑀𝑋
=  

𝐵𝑌

𝑌𝐶
= 3 

tunjukkan bahwa D, X dan Y segaris. 

 

9. Buktikan teorema 6.4.6 pada bab 6 dengan menggunakan teorema Menelaus. 

10. Diberikan ABC, misalkan D dan E sebarang titik pada BC, Sebuah lingkaran 

memotong segment garis AB, AC, AD dan AE masing-masing adalah di titik P, Q, R 

dan S. Buktikan 

CE

BD
.

AQ.AC-AS.AE

AR.AD -AP.AB
  

11. *) Perhatikan gambar disebelah dan 

X, Y dan Z seperti dalam gambar. 

Dengan 

 ABZ = CBX 

BCX = ABY 

BAZ = CAY 

Tunjukkan AX, BY dan CZ adalah 

kongkuren 
 

12. Diberikan suatu ABC, misalkan X adalah titik potong bisector sudut A ke sisi BC,  

dan Y titik potongn bisector dari sudut A ke sisi BC,  sedangkan Z adalah  titik potong 

bisector sudut luar C, tunjukkan bahwa X, Y dan Z segaris. 
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13. Tunjukkan dengan menggunakan teorema Menelaus bahwa jika H orthocenter dari 

ABC,  tunjukkan bahwa garis euler dari ABC, HBC, HCA dan HAB adalah 

segaris.  

14. *). Diketahui segitiga sebarang (tidak samakaki). Pada setiap sudut luar segitiga 

dibuat garis bagi dan diperpanjang hingga memotong sisi lain di segitiga. Buktikan 

bahwa ketiga titik potong tersebut kolinear.  

15. Pada ABC misalkan A1 pada sisi BC, sedangkan X dan Y berada pada sisi AB dan 

AC. Jika garis YX memotong AA1 di titik M dan memotong perpanjangan CB di titik 

Z (seperti pada gambar di bawah ,  jika  

                |
𝐴1𝐵

𝐴1𝐶
| =  

𝐶

𝐵
 

 Tunjukkan bahwa 

                     𝐵.
|𝑋𝐵|

|𝑋𝐴|
+  𝐶.

|𝑌𝐶|

|𝑌𝐴|
= (𝐵 +  𝐶).

|𝐴1𝑀|

𝑀𝐴
 

 

16. *) Perhatikan gambar 

disebelah, dengan AQ 

bisector A, BR bisector  B 

dan FP bisector sudut luar 

F. tunukkan P, Q dan R 

segaris.  
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6.5. Teorema Pappus  

Kalau teorema Ceva menunjukkan kewujudan tiga buah garis yang kongkuren dan 

Menelaus menyatakan kewujudan tiga buah titik yang kolinear,  maka berikut ini akan 

dibahas kewujudan kolinearitas dari titik perpotongan 6 buah titik pada lingkaran. 

Teorema 6.5.1.(Teorema Pappus) : Jika titik A, C dan E berada pada suatu garis dan titik 

B, D dan F berapa pada garis lainnya, dan jika terdapat garis AD, AF dan CF masing-

masing berpotongan dengan BC, BE dan DE. Maka ketiga titik potongnya yaitu K, L dan 

M adalah segaris.  

Bukti : perhatikan gambar di bawah ini 

 
Gambar 5.6.1 

 

Pada gambar 6.5..1 perpanjang sisi ED dan CB sehingga berpotongan dititik Y dan sebut 

perpotongan AF dengan CB adalah X dan perpotongan AF dengan ED adalah Z, seperti 

pada gambar 6.5.2 

 
Gambar 6.5.2 
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Pandang segitiga XYZ dengan garis transpersal adalah BDF, maka dengan menggunakan 

teorema Menelaus akan diperoleh 

 
𝑋𝐵

𝐵𝑌
.

𝑌𝐷

𝐷𝑍
.

𝑍𝐹

𝐹𝑋
=  −1 dan 

 
𝑋𝐶

𝐶𝑌
.

𝑌𝐸

𝐸𝑍
.

𝑍𝐴

𝐴𝑋
=  −1 

Kemudian dengan memandang AD sebagai garis transpersalnya akan diperoleh pula 

 
𝑋𝐾

𝐾𝑌
.

𝑌𝐷

𝐷𝑍
.

𝑍𝐴

𝐴𝑋
=  −1 

Untuk BE sebagai garis transpersal diperoleh 

 
𝑋𝐵

𝐵𝑌
.

𝑌𝐸

𝐸𝑍
.

𝑍𝐿

𝐿𝑋
=  −1 

Dan CF sebagai garis transpersalnya akan diperoleh 

 
𝑋𝐶

𝐶𝑌
.

𝑌𝑀

𝑀𝑍
.

𝑍𝐹

𝐹𝑋
=  −1 

Maka dari kelima persamaan di atas akan mengakibatkan 

 
𝑋𝐾

𝐾𝑌
.

𝑌𝑀

𝑀𝑍
.

𝑍𝐿

𝐿𝑋
=  −1 

Dan ini bermakna bahwa ketiga titik X, Y dan Z adalah segaris. 

Berikut ini perhatikan kalau teorema Pappus itu kita berlakukan untuk lingkaran 

dengan 2 kasus, kasus pertama persis sama seperti lingkaran akan tetapi kedua garisnya 

dalam bentuk sebuah lingkaran yang posisi ke enam titiknya saling bersebelahan. Pada 

teorema ini bentuk perpotongan dua buah garis dilambangkan dengan , dengan K = AB 

 CD bermakna titik K merupakan titik potong dari garis AB dengan CD. Banyak sekali 

cara yang dapat ditempuh untuk membuktikan teorema di bawah, akan tetapi disini hanya 

akan diberikan salah satu cara pembuktian dengan menggunakan teorema Menelaus. 

Teorema 6.5.2 : Misalkan A, B, C, D, E dan F adalah 6 buah titik pada lingkaran (tidak 

perlu berurutan. Misalkan K = AB  CD,  L = CF  BE dan M = DE  AF. Maka K, L 

dan M adalah segaris : 

Bukti :  Perhatikan gambaru 6.5.3  
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Gambar 6.5.3 

 

kemudian perpanjang CD dan AF sehingga 

bertemu di titik Z, sebut X = CD  BE dan Y = 

BE AF. Cara pemiliha titik X, Y, Z untuk 

membuktikan teorema berikut tidaklah tunggal. 

Banyak cara yang dapat ditempuh. Misalkan titik 

X, Y dan Z seperti pada gambar 6.5.3  .Kemudian 

terapkan teorema Menelaus pada XYZ dengan 

berturut-turut sisi CF, AB dan DE sebagai garis 

transversalnya, 

 

Gambar 6.5.4 

Maka akan diperoleh tiga buah persamaan berikut 

ini 

             
𝑋𝐿

𝐿𝑌
.

𝑌𝐹

𝐹𝑍
.

𝑍𝐶

𝐶𝑋
=  −1 

 

               
𝑋𝐵

𝐵𝑌
.

𝑌𝐴

𝐴𝑍
.

𝑍𝐾

𝐾𝑋
=  −1 

 

                
𝑋𝐸

𝐸𝑌
.

𝑌𝑀

𝑀𝑍
.

𝑍𝐷

𝐷𝑋
=  −1 

 

Kemudian karena 

                XB. XE = XC. XD 

                YA. YF = YB. YE 

                ZD. ZC = ZF. ZA 

Maka dari ketiga persamaan Menelaus di atas 

akan mengakibatkan 

                
𝑋𝐿

𝐿𝑌
.

𝑌𝑀

𝑀𝑍
.

𝑍𝐾

𝐾𝑋
=  −1 

 

Dengan persamaan yang terakhir ini bermakna 

bahwa ketiga titik K, L dan M adalah segaris. 
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6.6. Teorema Pascal 

Berikut ini juga bentuk lain dari teorema Pappus, akan tetapi titik-titik yang dihubungkan 

berbeda dengan yang diteorema 6.6.1, teorema ini lebih dikenal dengan teorema Pascal, 

akan tetapi pembuktiannya juga tetap menggunakan teorema Menelaus., 

 

Teorema 6.6.1 (Teorema Pascal) : Misalkan A, B, C, D, E dan F adalah 6 buah titik pada 

lingkaran (tidak perlu berurutan. Misalkan P = AB  DE,  Q = BC  EF dan R = CD  

FA. Maka P, Q dan R adalah segaris 

Bukti : perhatikan gambar dibawah ini 

 

Gambar  6.6.1  

Misalkan X = EF  AB,  Y = AB  CD dan Z = CD  EF, perhatikan XYZ dengan  BC 

sebagai sumbu transversal, maka akan diperoleh 

                       
𝑍𝑄

𝑄𝑋
.

𝑋𝐵

𝐵𝑌
.

𝑌𝐶

𝐶𝑍
= −1 

Kemudian secara berturut-turut juga untuk XYZ dengan garis transversal DE dan FA, 

masing-masing akan diperoleh : 

                       
𝑋𝑃

𝑃𝑌
.

𝑌𝐷

𝐷𝑍

𝑍𝐸

𝐸𝑋
= −1    dan 

                        
𝑌𝑅

𝑅𝑍
.

𝑍𝐹

𝐹𝑋
.

𝑋𝐴

𝐴𝑌
= −1 
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Jika dikalikan ketiga persamaan di atas, maka akan diperoleh 

         
𝑍𝑄

𝑄𝑋
.

𝑋𝐵

𝐵𝑌
.

𝑌𝐶

𝐶𝑍
.

𝑋𝑃

𝑃𝑌
.

𝑌𝐷

𝐷𝑍
.

𝑍𝐸

𝐸𝑋
.

𝑌𝑅

𝑅𝑍
.

𝑍𝐹

𝐹𝑋
.

𝑋𝐴

𝐴𝑌
=

𝑍𝑄

𝑄𝑌
.

𝑋𝑃

𝑃𝑌
.

𝑌𝑅

𝑅𝑍
=  −1   (6.6.1 ) 

Hal ini disebabkan karena XA. XB = XE XF,  YC. YD = YA. YA dan ZE. ZF = ZC. ZD. 

Berdasarkan teorema Menelaus, maka persamaan 6.6.1 di atas bermakna bahwa P, Q dan 

R adalah segaris (kolinear) 

 Sekali lagi cara pemilihan titik X, Y dan Z dalam proses pembuktian teorema di 

atas tidak tunggal, Pembaca dapat memilih posisi lain dari X, Y dan Z sehingga teorema 

Menelaus masih dapat diterapkan dalam proses pembuktiannya. Selain cara pemilihat 

titik X, Y dan Z, titik pada lingkaran yang dihubungkan, juga boleh berbeda dari gambar 

di atas (perhatikan soal latihan no 3). 

Kalau di atas posisi titik yang dihubungkan adalah setiap dua titik yang 

berdekatan, tapi berikut ini juga dapat kita tunjukkan sifat segaris dari ketiga titik potong 

bila yang dihubungkan adalah salahsatunya dua titik yang berdekatan dan yang lainnya 

adalah dengan titik yang berlawanan posisinya dengan titik tersebut. Perhatikan gambar 

5.6.2 

 

Gambar 6.6.2. 

Gunakan teorema Menelaus untuk LDE, maka akan diperoleh 
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𝑋𝐷

𝐷𝑌
.

𝑌𝐸

𝐸𝑍
.

𝑍𝐿

𝐿𝑋
= −1 

Kemudian untuk MCB, maka akan diperoleh 

                       
𝑋𝐶

𝐶𝑌
.

𝑌𝑀

𝑀𝑍
.

𝑍𝐵

𝐵𝑋
= −1 

Selanjutnya untuk NFA, maka akan diperoleh 

                          
𝑋𝑁

𝑁𝑌
.

𝑌𝐹

𝐹𝑍
.

𝐴𝐿

𝐴𝑋
= −1 

Maka dari ketiga persamaan di atas akan diperoleh 

                          
𝑋𝐷

𝐷𝑌
.

𝑌𝐸

𝐸𝑍
.

𝑍𝐿

𝐿𝑋
.

𝑋𝐶

𝐶𝑌
.

𝑌𝑀

𝑀𝑍
.

𝑍𝐵

𝐵𝑋
.

𝑋𝑁

𝑁𝑌
.

𝑌𝐹

𝐹𝑍
.

𝐴𝐿

𝐴𝑋
= −1 

Akan tetapi karena  

  XD . XC = XB . XA;    

                     Y D . Y C = Y F . Y E  

dan    

                    ZF . ZE = ZB . ZA 

Dengan XA = -AX,  XB = -BX, dan lain sebagainya, maka akhirnya akan diperoleh 

                             
𝑋𝐿

𝐿𝑋
.

𝑋𝑁

𝑁𝑌
.

𝑌𝑀

𝑀𝑍
= −1 

Yang bermakna bahwa ketiga titik X, Y  dan Z adalah segaris. 

Diberikan sebarang ABC, kemudian dikontruksi lingkaran luar padanya, 

misalkan sebarang titik P berada pada lingkaran luar tersebut, dari titik P dibuat garis 

yang tegak lurus ke sisi BC, AC dan AB masing-masing adalah titik X, Y dan Z seperti 

gambar di bawah ini. 

Teorema 6.6.2   : Ttitik X, Y dan Z seperti yang dikontruksi di atas adalah segaris. 

Garisnya itu disebut dengan garis Simson’s (atau garis Wallace’s). 

Bukti : Perhatikan bahwa PZB dan PXB adalah sudut siku-siku, sehingga diperoleh 

         XPZ + ZBX = 1800.  

Yang mengakibatkan segiempat PXBZ adalah segiempat siklik. Jadi  PXZ = PBZ. 
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Dengan cara yang sama dapat 

ditunjukkan bahwa segiempat PXCY 

juga segiempat siklik dan juga PCA = 

PCY = PXY. 

Selanjutnya           PXZ = PBZ = 

PBA = PCA = PCY = PXY  

Maka jelas dari sini C, Y dan Z adalah 

segaris.  

 

gambar 5.6.3 

 Kalau di atas menyatakan bagaimana perluasan teorema Pappus pada lingkaran, 

maka berikut ini akan dibahas teorema Pappus pada Ellips, yaitu sebagai berikut : 

  

Teorema 5.6.3 : Misalkan 6 buah titik berada pada ellips (positinya tidak perlu berurutan) 

misalkan N = AE  BD dan M = AF  CD serta L = BF  CE, maka L, M dan N adalah 

segaris. 

Bukti : Proses pembuktian ini 

sebenarnya hampir sama dengan 

pembuktian teorema pappus untuk 

lingkaran, jadi disini hanya sekedar 

untuk menunjukkan bahwa teorema 

pappus juga berlaku pada ellips.  Untuk 

proses pembuktian selanjutnya dalam 

sebagai latihan bagi pembaca 

 

 

Gambar 5.6.4 
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6.7. Teorema Desargues’s 

Salah satu istilah lain yang sering muncul dalam eksistensi titik yang segaris adalah 

istilah persepktif (perspective), dalam berbagai buku juga sering disebut dengan istilah 

Homologic. Dua buah ABC dan ABC dikatakan perspektif bila ketiga titik potong 

sisi yang berpasangan adalah segaris. Jadi bila K adalah titik potong BC dengan BC dan 

L adalah titik potong AC dengan AC serta M adalah titik potong sisi AB dengan AB, 

maka K, L dn M segaris. Dan garis yang menghubungkan KLM tersebut dikatakan sumbu 

perspektif (seperti gambar di bawah ini). Sedangkan titik O disebut pusat perspektif. Dan 

sering ditulis dalam bentuk teorema berikut, yang lebih dikenal dengan teorema 

Desargues’s berikut ini. 

 

Teorema 6.7.1 (Teorema Desargues’s) : Jika dua buah segitiga adalah perspektif dari 

suatu titik, dan jika pasangan yang berhubungan adalah berpotongan, maka ketiga titik 

perpotongannya adalah segaris. 

 

Gambar 6.7.1 
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Bentuk ilustrasi dari teorema di atas 

dapat dalam bermacam-macam bentuk, 

misalnya seperti gambar disebelah, yang 

mana ketiga titik potongnya berada pada 

sebelah yang sama dari segitiga tersebut. 

Garis perspektifnya adalah garis yang 

menghubungkan titik D, E dan F. 

  

Gambar 6.7.2 

 

Bukti teorema 6.7.1 (Teoerma Desargues’s) :  perhatikan gambar di bawah ini dan akan 

dibuktikan bahwa garis L, M dan N adalah segaris 

 

 

Gambar 6.7.3 

Perhatikan OBC dan perpanjang sisi-sisinya, maka berdasarkan teorema Menelaus 

diperoleh 

                       
𝐵𝐿

𝐿𝐶
.

𝐶𝑅

𝑅𝑂
.

𝑂𝑄

𝑄𝐵
=  −1 

Kemudian perhatikan  OCA, sama seperti di atas akan diperoleh 
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𝐶𝑀

𝑀𝐴
.

𝐴𝑃

𝑃𝑂
.

𝑂𝑄

𝑄𝐴
=  −1 

Selanjutnya perhatikan OAB, juga dengan cara yang serupa seperti di atas akan 

diperoleh 

                       
𝐴𝑁

𝑁𝐵
.

𝐵𝑄

𝑄𝑂
.

𝑂𝑃

𝑃𝐴
=  −1 

Dari ketiga persamaan di atas akan diperleh  

                      
𝐵𝐿

𝐿𝐶
.

𝐶𝑀

𝑀𝐴
.

𝐴𝑁

𝑁𝐵
=  −1 

Yang bermakna bahwa ketiga titik L, M dan N adalah segaris. 

Berikut ini akan dibahas kolinearitas (segaris) dari tiga buah titik pada lingkaran 

luar dari suatu ABC yang dikenal dengan garis Simson. Pembuktian segarisnya tidak 

dengan menggunakan teroema Ceva ataupun teorema Menelaus. Pembaca yang dapat 

mencoba membuktikannya dengan menggunakan teorema tersebut. 

Teorema 6.7.2.Teorema (garis Simson).  Jika P berada pada sebarang lingkaran luar 

segitiga ABC, Jika P diprokyeksikan pada ketiga sisi  ABC, maka ketiga titik 

proyeksinya tersebut adalah segaris. 

Bukti : Perhatikan bahwa segiempat 

PZAY; PXCY dan PACB merupakan 

segiempat siklik. 

Maka jelas PYZ = PAZ = PCX = 

PYX. Ini menunjukkan bahwa  Y, Z 

dan X adalah segaris.  

 

gambar 6.7.4 
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            Dalam banyak hal garis Simson dari titik D terhadap  ABC disimbolkan dengan 

D(ABC) yang dengan D berada pada lingkaran luar dari ABC dan yang segaris tersebut 

adalah proyeksi dari titik D ke masing-masing sisi dari ABC tersebut.  

 

 

 

 

Soal Latihan 10. 

1. Jika A, C dan E tidak buah titik pada suatu garis,  B, D dan F tiga buah titik pada 

garis lainnya. Jika dua buah garis AB dan CD masing-masing  adalah sejajar ke garis 

DE dan FA. Tunjukkan EF sejaran dengan BC. 

2. Jika C dan F sebarang titik pada sisi AE dan BD segiempat ABCD, misalkan M dan N 

masing-masing merupakan irisan CD dengan FA dan EF dengan BC. Jika MN 

berpotongan dengan DA dititik P dan berpotongan dengan EB dititik Q.  Tunjukkan 

AP = QB.  

3. Buktikan secara lengkap teorema 6.6.3 

4. Jika titik A, C dan E berada pada sebuat garis dan titik B, D, F berada pada garis 

lainnya. Jika garis AB // DE dan CD // FA. Tunjukkan bahwa garis EF // BC. 

5. Perhatikan gambar disebelah dengan O 

titik pusat lingkaran, Tunjukkan bahwa 

GE = EF. 
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6. Jika titik A, B, D, E, M dan N adalah enam buah titik sehingga garis AE, DM dan 

MB adalah kongkuren, begitu juga dengan garis AM, DB dan ME adalah kongkuren. 

Periksalah bagaimana dengan garis AB, DE, MN.    

7. Ini disebut dengan teorema Butterfly untuk segiempat. Misalkan segi-empat ABCD 

dengan AB = BC dan AD = DC, M adalah titik tengah perpotongan diagonal AC 

dengan BD. 

Tepat melalui M dibuat dua buah garis 

yang memotong sisi segi-empat di P, Q, R 

dan S. Misalkan G = PR AC, H = 

SQAC. Tunjukkan GM = MH.   

 

 

8. Soal nomor ini persis sama dengan 

teorema Desarques’s akan tetapi 

bentuknya gambarnya saja yang 

berbeda.  Tunjukkanlah P, Q dan R 

segaris 
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9. Perhatikan gambar disebelah, tunjukkan 

bahwa ketiga titik K, L dan M adalah 

segaris 

 

10. Misalkan segi-empat ABCD, dengan M adalah titik tengah perpotongan diagonal  

segiempatg yang berpotongan di titik tengah AC .  Tepat melalui M dibuat dua buah 

garis yang memotong sisi segi-empat di P, Q, R dan S. Misalkan G = PR AC, H = 

SQAC. Tunjukkan 

                
𝑀𝐺

𝐴𝐺
=  

𝑀𝐻

𝐶𝐻
.

𝐶𝑀

𝑀𝐴
 

11. Pada gambar disebelah, misalkan X 

titik potong garis AF dengan BD 

dan Y adalah titik potong garis AF 

dengan CE, kemudian 

perpanjanglah garis BD dan CE 

sehingga bergtemu dititik Z. 

kemudian tunjukkanlah bahwa 

ketiga titik L, M dan N adalah 

segaris. 
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12. Jika O merupakan titik pusat 

lingkaran luar ABC dan titik D 

berada pada lingkaran, garis DA // 

BC. Tunjukkan D(ABC) sejajar 

dengan OA.  

 

 

13. Sempurnakan gambar disebelah yang 

mana O titik pusat lingkaran luar 

ABC dan E, F dan G masing-

masing adalah proyeksi dari titik D 

ke sisi BC, AC dan AB  yaitu garis 

Simson D(ABC). Tunjukkan DFG  

DBC.  

 

14. *). Sempurnakan gambar disebelah. 

Jika garis D(ABC) diperpanjang, 

maka ia akan memotong sisi BC, CA 

dan AB di titik N, M dan L. 

Tunjukkan bahwa ketiga garis AN, 

BM dan CL sejajar dengan garis 

Simsons’s D(ABC). 
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15. **). Jika D(ABC) memotong BC di E. 

sedangkan H orthocenter dari ABC. 

Jika G proyeksi D pada AB, garis EG 

memotong HA di K. Tunjukkan DK // 

EH. 

 

 

16. Soal berikut disebut dengan teorema Pascal yang diperumum. Misalkan A, B, C, 

D, F dan E enam buah titik (kalau teorema pascal titiknya di lingkaran, seperti 

gambar kiri di bawah.). P = ABDE, Q = BCEF dan S = CDFA, dari teorema 

Pascal Jelas P, Q dan S segaris. Perhatikan gambar kanan bawah, jika P1 = 

ACDE,  Q1 = BECF dan S1 = ABFD. Tunjukkan bahwa P1, Q1 dan S1 

segaris. 

  

 

17. *). Misalkan titik A, B, C dan D berada pada lingkaran, sebut X = AB  CD dan 

Y titik potong garis singgung dititik A dan D serta Z adalah titik potong garis 

singgung di titik B dan C. Tunjukkan X, Y dan Z segaris. 
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18. **). Misalkan titik A, B, C, D dan E berada pada elips, kemudian misalkan N = 

AE  BD, kemudian ambil sebarang titik P pada garis CD dan misalkan pula Q = 

NP  CE (seperti pada gambar di bawah. Jika X = AP  BQ. Tunjukkan bahwa X 

berada pada elips. 

 



Geometri Lanjut                                                                                                                            242  
 

19.  Perhatikan hexagon  

AC1BA1CB1, dan  BB1, C1A, 

A1C adalah kongkuren di G dan 

BA1, AB1 dan C1C kontkuren di 

H. Buktikan AA1, B1C dan C1B 

juga kongkuren. 
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 Teorema Butterfly 

 

Dalam kehidupan sederhana (kebanyakan), memang kondisi butterfly (kupu-kupu) tidak 

banyak dijumpai, akan tetapi dalam dunia akademik ternyata baik illmuwan/akademisi 

yang bekeraja dengan fungsi dan mendisaian sesuatu banyak yang bekerja dalam bentuk 

butterfly. Perhatikanlah gambar di bawah ini. 

 

 

 

BAB 

7 
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 Teorema Butterfly 

 

7.1.  Teorema Butterfly 

Masih sangat banyak teorema dalam geometri bidang yang berkaitan dengan segitiga, 

apakah itu terkait dengan centroid, Orthocenter, incenter dan circumcenter, disini akan 

dibuktikan beberapa teorema yang terkait dengan hal tersebut 

 

Teorema 7.1.1. Misalkan G adalah centroid dari ABC, melalui G dibuat suatu garis 

yang memotong sisi AM di titik M dan memotong AC di titik M, maka berlaku 

 1
NA

CN

MA

BM
 

 

              Gambar 7.1.1 

 

             Gambar 7.1.2 

BAB 

7 
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Bukti : Misalkan Ma titik tengah dari BC, perpanjang garis MN dan buat garis dari titik B 

yang tegak lurus dengan pada perpanjangan garis MN. Buat juga dari titik Ma dan titik C 

garis yang tegak lurus dengan perpanjangan garis MN, katakana titik potongnya masing 

masing adalah D, E dan F (perhatikan gambar 7.1.1), maka berlaku 

  
2

CFBD
EM a


        (7.1.1) 

Selanjutnya buat garis AL yang tegak lurus dengan MN, maka ALG   MaEG, dan GA 

= 2.MaG, selanjutnya LA = 2.MaE, jadi 

  LA =  BD + CF      (7.1.2) 

Selanjutnya  BDM   ALM, begitu juga dengan   CFN   ALN, sehingga diperoleh 

  
LA

CF

LA

BD

NA

CN

MA

BM


 

            
LA

CFBD 
  

         1
LA

LA

      

 

 Perhatikan pada proses pembuktian di atas, bahwa BD + CF = LA diperoleh dari 

persamaan (7.1.2). Selanjutnya kita misalkan sebaliknya jika  

1
NA

CN

MA

BM
   

Untuk itu misalkan pula titik P sehingga juga berlaku  

  1
AN

CN

AM

BM
'

'

'

'

      
(7.1.3)  

Yang mana P juga memotong AM dan AC, katakana di M’ dan N, akan ditunjukikan 

bahwa P = G, untuk itu misalkan P berbeda dengan G. Misalkan MN tepat melalui G dan 

sejajar dengan MN (perhatikan gambar 7.1.3). 

Karena BM < BM,  CN < CN sebaliknya penyebutnya diperkecil yaitu MA > MA dan 

NA > NA kondisi ini mengakibatkan 
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                Gambar 7.1.3 

     
AN

CN

AM

BM
 

NA

CN

MA

BM
'

'

'

'

             (7.1.4) 

Berdasarkan (7.1.3) mengakibatkan 

     1  
NA

CN

MA

BM
 

yang kontradiksi dengan asumsi awal, jadi 

mestilah P = G.  

 

 

Teorema Butterfly 

Teorema butterfly merupakan suatu teorema tentang titik tengah pada tali busur suatu 

lingkaran, yang didalamnya terdapat lima buah tali busur yang saling berpotongan 

sehingga dapat membentuk sebuah sayap kupu-kupu. Adapun sayap yang terbentuk 

adalah merupakan dua buah segitiga yang sebangun.  

Di dalam Teorema Butterfly yang dibahas dalam [3], digambarkan bahwa 

misalkan M adalah titik tengah dari sebuah tali busur PQdari sebuah lingkaran, terdapat 

pula dua tali busur yang lain AB dan CD. Titik A dan D dihubungkan sehingga AD 

memotong PQ di X dan juga titik B dan C dihubungkan sehingga BC memotong PQ di Y, 

maka M adalah juga titik tengah dari XY. Untuk lebih jelasnya perhatikan gambar berikut. 

            Perhatikan ΔADM dan ΔBCM pada gambar 7.1.4, kedua segitiga tersebut 

merupakan 

dua segitiga yang sebangun yang terbentuk dari perpotongan - perpotongan tali busur 

PQ, AB , CD, AD , dan BC , sehingga kedua segitiga tersebut menyerupai sayap kupu - 

kupu. Untuk melihat ΔADM ~ ΔBCM maka dapat dibuktikan dengan langkah sebagai 

berikut: 

Dari 

                     DAB  BCD (Sd) 
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ADC  CBA (Sd)     ...(7.1.5) 

Sehingga dari Akibat Teoremai  

kesebangunan Sd-Sd diperoleh 

ΔADM ~ ΔBCM  ■ 

Tak hanya sekedar itu, pada 

sub bab berikut ini akan dibuktikan 

bahwa M adalah juga titik tengah dari 

XY atau MX = MY dengan 

menggunakan beberapa alternatif 

bukti. 

  

Gambar 7.1.4. 

 

 

Alternatif Bukti Dari Teorema Butterfly 

Dalam sub bab ini akan dibuktikan Teorema Butterfly dengan beberapa alternatif, yaitu 

dengan menggunakan kongruensi antara dua segitiga, kesebangunan antara dua segitiga, 

aturan sinus, dan perbandingan luas segitiga. 

Teorema 7.1.2  Teorema Butterfly, misalkan M adalah titik tengah dari sebuah tali busur 

PQ dari sebuah lingkaran, terdapat pula dua tali busur yang lain AB dan CD, AD 

memotong PQ di X dan BC memotong PQ di Y, maka M adalah juga titik tengah dari XY  

Bukti: 

Alternatif 1  Dengan kongruensi antara dua segitiga. 

Perhatikan gambar 7.1.5, misalkan O adalah pusat lingkaran, dan OM adalah garis tegak 

lurus yang ditarik dari titik pusat O ke M sehingga OM  XY . Akan ditunjukkan MX = 

MY dengan cara membuktikan  

                     ΔMOX  ΔMOY  

dengan langkah sebagai berikut: 
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1. Tarik garis yang tegak lurus yaitu 

OK dan ON dari O sehingga OK  

AD dan ON  BC sehingga diperoleh 

bahwa K dan N berturut-turut adalah 

titik tengah dari AD dan BC sehingga 

: 

 

Gambar 7.1.5 

AD = AK +  DK dan BC = CN +  BN        …(7.1.6) 

2. Perhatikan bahwa  

ΔADM~ΔCBM  

sehingga 

CM

BC

AM

AD


              

(7.1.7) 

3.    Perhatikan ΔAKM dan ΔCNM . Substitusi persamaan (7.1.6) ke persamaan (7.1.7) 

diperoleh 

CM

BMCM

AM

DKAK 




           

(7.1.8) 

Karena AK = DK dan CN = BN maka dari persamaan (7.1.8) diperoleh 

  
CM

CN

AM

AK .2.2
  

CM

CN

AM

AK
  

Sehingga diperoleh 

ΔAKM ~ ΔCNM 

Sehingga  

AKM = CNM         . . . . (7.1.9) 
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4. Perhatikan OKXM dan ONYM . Oleh karena OM  XY , OK  AD, dan ON  BC 

maka XMO dan XKO, dan YMO dan YNO adalah sudut siku-siku, sehingga 

sepasang sudut yang berhadapan adalah merupakan sudut pelurus yaitu: 

Pada OKXM 

     XKO  + XMO = 1800 ,  

sehingga dari Teorema tali busur diperoleh bahwa OKXM adalah segiempat tali 

busur sehingga diperoleh 

KM  XOM         . . . . (7.1.10) 

Kemudian pada  ONYM 

YNO +  YMO = 1800 sehingga ONYM adalah juga segiempat tali busur, maka 

diperoleh juga 

YNM  YOM           . . . .(7.1.11) 

Oleh karena titik X dan Y berturut-turut terletak diantara AK dan CN , maka 

persamaan (7.1.10) dan (7.1.11) diperoleh 

AKM  XOM         . . . .(7.1.12) 

CNM  YOM         . . . .(7.1.13) 

5. Perhatikan ΔXOM dan ΔYOM . Dari persamaan (7.1.9), (7.1.12), dan (7.1.13) maka 

diperoleh  

  XOM  YOM  (Sd) 

Dan MO kongruen diri sendiri yaitu 

MO = MO   (S) 

      Dan juga karena OM  XY maka 

XMO   YMO  (Sd) 

Maka dari Postulat Sd-S-Sd diperoleh bahwa 

ΔXOM  ΔYOM 

Sehingga diperoleh sisi yang berkorespondensi kongruen yaitu 

MX  MY 

Oleh karena MX  MY maka MX = MY , sehingga M titik tengah dari XY   
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Alternatif 2.  Dengan kesebangunan antara dua segitiga.  

Perhatikan gambar 7.1.6, misalkan 

ditarik garis yang tegak lurus dari X ke 

AB dititik R dan ke CD dititik S. 

Misalkan juga ditarik garis yang tegak 

lurus dari Y ke AB di titik T dan ke CD 

di titik U, sehingga diperoleh beberapa 

segitiga yang siku-siku,  yaitu ΔMRX,  

ΔMSX,  ΔMTY, ΔMUY,  ΔARX, ΔCUY, 

ΔDSX, ΔBTY. Misalkan :   

MP = MQ = a , MX = x dan MY = y dan 

juga  XR = x1, YT = y2  XS = x2 dan YU = 

y2,  Akan dibuktikan MX = MY dengan 

langkah berikut: 

 

Gambar 7.1.6. 

Pada ΔMRX dan ΔMTY . 

Karena kedua segitiga tersebut adalah segitiga siku-siku maka 

MRX  MTY 

Yang mengakibatkan  

XMR  YMT 

Sehingga dari Akibat  kesebangunan Sd-Sd diperoleh 

ΔMRX ~ ΔMTY 

Sehingga diperoleh perbandingan sisi-sisinya yaitu 

  
YT

XR

MY

MX
  

1

1

y

x

y

x
           . . . .(7.1.14) 

Pada ΔMSX dan ΔMUY 

Karena kedua segitiga tersebut adalah segitiga siku-siku maka 

MSX = MUY 
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Sehingga kembali dari Akibat kesebangunan Sd-Sd diperoleh 

ΔMSX ~ ΔMUY 

Sehingga diperoleh perbandingan sisi-sisinya yaitu 

  
YU

XS

MY

MX
  

  
2

2

y

x

y

x
           . . . .(7.1.15) 

Pada ΔARX dan ΔCUY 

Karena kedua segitiga tersebut adalah segitiga siku-siku maka 

ARX = CUY 

Sehingga dari Akibat  kesebangunan Sd-Sd diperoleh 

ΔARX ~ ΔCUY 

Sehingga diperoleh perbandingan sisi-sisinya yaitu 

CY

AX

YU

XR


 

CY

AX

y

x


1

1

            

(7.1.16) 

Pada ΔDSX dan ΔBTY. Karena kedua segitiga tersebut adalah segitiga siku-siku maka 

DSX = BTY 

Sehingga dari Akibat kesebangunan Sd-Sd diperoleh 

ΔDSX ~ ΔBTY 

Sehingga diperoleh perbandingan sisi-sisinya yaitu 

  
YB

XD

YT

XS
  

  
YB

XD

y

x


1

2         . . . .(7.1.17) 

Kalikan persamaan (7.1.14) dan (7.1.15) 

  
2

2

1

1 ..
y

x

y

x

y

x

y

x
  
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  .
.

.
.

21

21

2

2

yy

xx

y

x
              . . . . (7.1.18) 

Kalikan persamaan (7.1.16) dan (7.1.17) 

YB

XD

CY

AX

y

x

y

x
..

1

2

2

1 

          

(7.1.19) 

Dari persamaan (7.1.18) dan (7.1.19) diperoleh 

  ...
2

2

YB

XD

CY

AX

y

x
          . . . . .  (7.1.20) 

Pada tali busur AD , BC dan PQ. 

Tali busur AD dan PQ berpotongan di X sehingga 

AX . XD = PX . XQ          . . . . .  (7.1.21) 

Dan tali busur BC dan PQ berpotongan di Y sehingga 

CY .YB = PY .YQ          . . . . . . (7.1.22) 

substitusi persamaan (7.1.21) dan (7.1.22) ke persamaan (7.1.20) diperoleh 

  ...
2

2

YQ

XQ

PY

PX

y

x


 

 

 
 
 

 
 

...
2

2

ya

xa

ya

xa

y

x










 

..
22

22

2

2

ya

xa

y

x






 

   222222 xayyax 

 
22222222 xyayyxax   

   2222

2

2222

2

11
xyay

a
yxax

a


 

2

22
2

2

22
2

a

yx
y

a

yx
x 

 

22 yx   
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  022  yx
 

   0.  yxyx
 

Maka diperoleh akar-akar persamaannya yaitu x = y dan x = -y.  Karena x dan y 

merupakan panjang suatu segmen garis dan bernilai positif maka diambil x = y atau MX = 

MY .      

 

Alternatif 3.  Dengan Aturan Sinus 

Perhatikan gambar 7.1.7. Akan 

dibuktikan MX = MY dengan 

menggunakan Aturan sinus untuk : 

Pada ΔXAM. 

     ..
)sin(

.
)sin(

XA

c

MX

a


 

     

..
)sin(.

).sin(
XA

cMX
a 

      

(7.1.23) 

Pada ΔYCM . 

       

..
)sin(

.
)sin(

CY

d

MY

a
   

Gambar 7.1.7. 

..
)sin(.

).sin(
CY

dMY
a           . . . . .  (7.1.24) 

Pada ΔYMB. 

 ..
)sin(

.
)sin(

YB

c

MY

b
  

 ..
)sin(.

).sin(
YB

cMY
b            . . . . .  (7.1.25) 

Pada ΔXMD. 

 ..
)sin(

.
)sin(

XD

d

MX

b
  
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..
)sin(.

).sin(
XD

dMX
b             . . . . .  (7.1.26) 

Dari persamaan (7.1.23) dan (7.1.24) 

CY

dMY

XA

cMX )sin(.
..

)sin(.


           

(7.1.27) 

Substitusi persamaan (7.1.25) dan (7.1.26) ke persamaan (7.1.27), diperoleh 

CY

MX

bXD
MY

XA

MY

bYB
MX 


















 )sin()sin(

 

MX

bXDMYXA

MY

bYBMXCY )sin(,..)sin(...
        . . . . .  (7.1.28) 

Kalikan kedua ruas pada persamaan (7.1.28) dengan 
)sin(

1

b
 sehingga diperoleh 

MX

XDMYXA

MY

YBMXCY .....
    

XDMYXAYBMXCY .... 22    

YBCY

XDXA

MY

MX

.

....
2

2

                 . . . . . (7.1.29) 

Perhatikan tali busur AD , BC , dan PQ. Karena tali busur AD dan PQ berpotongan di X, 

maka  

XA. XD = PX .QX 

Dan juga tali busur BC dan PQ berpotongan di Y, maka 

CY .YB = PY .QY 

Sehingga dari persamaan (7.1.28) diproleh 

QYPY

QXPX

MY

MX

.

...
2

2

           . . . . . (7.1.30) 

Dan pada tali busur PQ,  

 PX = (MP- MX)  QX = (MQ + MX)  PY =( MQ - MY)  

Sehingga dari persamaan (7.1.30) diperoleh 
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  
  MYMPMYMQ

MXMQMXMP

MY

MX






.

.

)(

.).(
2

2

 

     MXMQMXMPMYMXMYMPMYMQ  .)()(. 22  

     
22 )(

.

)(

...

MY

MYMPMYMQ

MX

MXMQMXMP 



 

 
 

2

2

2

2

)(

...

)(

..)...

MY

MYMPMYMYMQMPMQ

MX

MXMQMXMXMPMQMP 



 

Karena MP = MQ maka diperoleh 

       
2

22

2

22

)(

.

)(

...

MY

MYMP

MX

MXMP 



 

   
1

)(
1

)(

..
2

2

2

2


MY

MP

MX

MP
 

   
2

2

2

2

)()(

.

MY

MP

MX

MP
  

 
1

)(

.
2

2


MX

MY
 

   22
MYMX   

MX = MY 

Jadi terbukti bahwa M adalah titik tengah dari XY     

 

Alternatif 4. Dengan perbandingan luas segitiga 

Perhatikan gambar 7.1.8, dengan menggunakan perbandingan luas segitiga yang 

mempunyai sepasang sudut yang kongruen akan dibuktikan 

MX = MY . 

Pada ΔXAM dan ΔYCM 

diperoleh 

XAM   YCM 
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Sehingga perbandingan luasnya adalah 

CYCM

AMAX

MCY L

MXA L

.

.





                                                                 (7.1.31) 

                 

                                  Gambar 7.1.8. 

Pada ΔCMY dan ΔDMX, diperoleh 

CMY  DMX 

Sehingga perbandingan luasnya adalah 

MXDM

MYCM

DMX L

CMY L

.

.





    . . . .  (7.1.32) 

Pada ΔXDM dan ΔMBY, diperoleh 

XDM  MBY 

Sehingga perbandingan luasnya adalah 

 
BYBM

DMDX

MBY L

XDM L

.

.





        . . . . (7.1.33) 

Pada ΔBMY dan ΔAMX, diperoleh 

BMY  AMX 

Sehingga perbandingan luasnya adalah 

MXAM

MYBM

AMX L

BMY L

.

.





       . . . . .(7.1.34) 
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Kalikan persamaan (7.1.31), (7.1.32), (7.1.33), dan (7.1.34) 

MXAM

MYBM

BYBM

DMDX

MXDM

MYCM

CYCM

AMAX

AMX L

BMY L

MBY L

DMX L

DMX L

CMY L

MCY L

MXA L

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.
... 

















 

 
 

.
...

..
...

2

2

MXBYCY

MYDXAX

AMX L

BMY L

MBY L

DMX L

DMX L

CMY L

MCY L

MXA L


















     

(7.1.35) 

Oleh karena 

         LXAM = LAMX , LCMY = LMCY , LXDM = LDMX ,  

dan 

         LBMY = LMBY 

 maka pada ruas kiri persamaan (7.1.35) diperoleh 

 
 

1.
...

..
2

2


MXBYCY

MYDXAX
   

   22
.... MXBYCYMYDXAX   

 
 2

2

.
...

..

MY

MX

BYCY

DXAX
                     . . . . .(7.1.36) 

Karena tali busur AD dan PQ berpotongan di X, maka  

AX . DX = PX .QX 

Dan juga tali busur BC dan PQ berpotongan di Y, maka 

CY . BY = PY .QY 

Sehingga dari persamaan (7.1.36) diperoleh 

 
 2

2

.
...

..

MY

MX

QYPY

QXPX
          . . . . .(7.1.37) 

Karena titik X dan Y berada diantara PQ maka, 

 PX = (MP-  MX),  QX =(MQ +MX) ,  

PY = (QM - MY) ,    QY = (MP + MY)  

 Sehingga dari persamaan (7.1.37) diperoleh 

  
  

 
 2

2

.
...

..

MY

MX

MYMPMYQM

MXMQMXMP





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  
 

  
 22

.
.

..

..

MY

MYMPMYQM

MX

MXMQMXMP 



 

Karena MP = MQ, maka diperoleh 

 
   

 
   

 2

22

2

22
.

.
..

..

MY

MYMP

MX

MXMP 




 

 

 
 

 
 

1
.

.1
..

.
2

2

2

2


MY

MP

MX

MP

 

 
 

 
 2

2

2

2
.

..

.

MY

MP

MX

MP


 

 

 
 

1
..

.
2

2


MX

MY

 

   22
MXMY 

 
MX = MY 

Jadi M adalah juga titik tengah dari XY .       

 

 

 

7.2. Teorema Butterfly untuk segiempat. 

Kalau di atas adalah teorema butterfly  yang diberlakukan pada suatu lingkaran. 

Sebenarnya pada lingkaran ini masih banyak bentuk teorema butterfly yang lain, 

misalnya bagaimana kalau garisnya kita kembangkan kearah luar lingkaran atau dalam 

suatu lingkaran terdapat dua butterfly atau pada dua buah lingkaran yang sepusat terdapat 

satu butterfly yang sama. Berikut ini akan diberikan bentuk lain dari teorema butterfly 

yaitu bagaimana butterfly kalau diberlakukan pada suatu segiempat. 

Teorema 7.2.1. Misalkan ABCD suatu segiempat konvek. I merupakan titik potong 

diagonal AC dengan BD. Buat dua buah garis EF dan HG sehingga memotong sisi-sisi 

segiempat di titik E, F, G dan H. Misalkan M dan N perpotongan EG dan FH. Maka 

berlaku 
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1

𝐼𝑀
− 

1

𝐼𝐴
=  

1

𝐼𝑁
− 

1

𝐼𝐶
 

Bukti : Berdasarkan soal latihan 14  bab 6, 

nomor 12 dan 14 maka diperoleh : 

            
𝐴𝑀

𝐼𝑀
=  

𝐿∆𝐴𝐸𝐺

𝐿∆𝐼𝐸𝐺
 

           
𝐼𝑁

𝐶𝑁
=  

𝐿∆𝐼𝐻𝐹

𝐿∆𝐶𝐻𝐹
 

            
𝐼𝐶

𝐼𝐴
=  

𝐿∆𝐶𝐵𝐷

𝐿∆𝐴𝐵𝐷
 

            
𝐼𝐸

𝐼𝐹
.

𝐼𝐺

𝐼𝐻
=  

𝐿∆𝐼𝐸𝐺

𝐿∆𝐼𝐻𝐹
 

            
𝐶𝐻

𝐵𝐶
.

𝐶𝐹

𝐶𝐷
=  

𝐿∆𝐶𝐻𝐹

𝐿∆𝐶𝐵𝐷
 

 

gambar 7.2.1 

            
𝐴𝐵

𝐴𝐸
.

𝐴𝐷

𝐴𝐺
=  

𝐿∆𝐴𝐵𝐷

𝐿∆𝐴𝐸𝐺
   

            
𝐼𝐹

𝐼𝐸
. =  

𝐿∆𝐴𝐹𝐶

𝐿∆𝐴𝐸𝐶
               

𝐵𝐶

𝐶𝐻
=  

𝐿∆𝐴𝐵𝐶

𝐿∆𝐴𝐻𝐶
 

            
𝐼𝐻

𝐼𝐺
. =  

𝐿∆𝐴𝐻𝐶

𝐿∆𝐴𝐺𝐶
                       

𝐴𝐸

𝐴𝐸
=  

𝐿∆𝐴𝐸𝐶

𝐿∆𝐴𝐵𝐶
 

            
𝐶𝐷

𝐶𝐹
=  

𝐿∆𝐶𝐴𝐷

𝐿∆𝐴𝐹𝐶
                          

𝐴𝐺

𝐴𝐷
=  

𝐿∆𝐴𝐸𝐺

𝐿∆𝐶𝐴𝐷
 

Kalau kita kalikan kesemua persamaan di atas maka akan diperoleh 

            
𝐴𝑀

𝐼𝑀
.

𝐼𝑁

𝐶𝑁
.

𝐼𝐶

𝐼𝐴
= 1 

Yang akan menghasilkan bentuk 

              
1

𝐼𝑀
− 

1

𝐼𝐴
=  

1

𝐼𝑁
− 

1

𝐼𝐶
 

 

 Kalau bukti teorema 7.2.1 di atas, kita gunakan konsep luas, akan tetapi kita mesti 

didukung oleh dua buah konsep lain yang pada pembahasan di atas kebetulan 

dimasukkan dalam soal nomor 12 dan 15 pada bab 6. Berikut ini akan dibuktikan 



Geometri Lanjut                                                                                                                            260  
 

teorema butterfly pada segiempat dengan menggunakan konsep dari Teorema Menelaus. 

Tentunya gambar yang digunakan dalam proses pembuktiannya akan berbeda (perhatikan 

gambar 7.2.2). 

 

Cara 2 Bukti Teorema 7.2.2.  

Perhatikan BAD dan CAD dengan garis 

transfersal EIF, maka berdasarkan teorema 

Menelaus diperoleh : 

        
𝐵𝐸

𝐸𝐾
.

𝐴𝐾

𝐾𝐷
.

𝐷𝐼

𝐼𝐵
=  −1  

        
𝐶𝐹

𝐹𝐷
.

𝐷𝐾

𝐾𝐴
.

𝐴𝐼

𝐼𝐶
=  −1  

kalau kedua persamaan di atas dikalikan 

maka akan diperoleh 

        
𝐵𝐸

𝐸𝐾
.

𝐷𝐼

𝐼𝐵

𝐶𝐹

𝐹𝐷
.

𝐴𝐼

𝐼𝐶
=  1  

atau  

 

gambar 7.2.2 

      𝐼𝐴. 𝐼𝐷.
𝐵𝐸

𝐸𝐴
= 𝐼𝐶. 𝐼𝐵.

𝐹𝐷

𝐶𝐹
.                     . . . .  (7.2.1) 

Dengan cara yang sama untuk sumbu transversal HIG terhadap BDC dan ADC 

dipereoleh 

                          
𝐴𝐺

𝐺𝐷
.

𝐷𝐼

𝐼𝐵

𝐵𝐻

𝐻𝐶
.

𝐶𝐼

𝐼𝐴
=  1    

Atau  

               𝐼𝐷. 𝐼𝐶.
𝐵𝐻

𝐻𝐶
= 𝐼𝐵. 𝐼𝐴.

𝐷𝐺

𝐺𝐴
       . . . . (7.2.2) 

Perhatikan bahwa baik (7.2.1) atau (7.2.2) melibatkan IM, MA, IN, atau NC. Hubungan 

antar segmen garis ini dan lainnya pada gambar akan ditetapkan sebagai berikut 

(perhatikan gambar 7.2.3. 

 Misalkan L dan P merupakan perpotongan garis FH dan EG terhadap BG. 

Kemudian perhadikan CDI dengan transversal garis FH, maka diperoleh 
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𝐷𝐹

𝐹𝐶
.

𝐶𝑁

𝑁𝐼
.

𝐼𝐿

𝐿𝐷
=  −1  

Atau  

                   
𝐷𝐹

𝐹𝐶
= −

𝐼𝑁

𝑁𝐶
.

𝐿𝐷

𝐷𝐼
          . . . . .(7.2.3) 

dengan cara yang sama untuk IBC akan 

diperoleh 

                   
𝐵𝐻

𝐻𝐶
.

𝐶𝑁

𝑁𝐼
.

𝐼𝐿

𝐿𝐵
=  −1  

atau 

                   
𝐵𝐻

𝐻𝐶
= −

𝑁𝐼

𝐶𝑁
.

𝐿𝐵

𝐿𝐼
       (7.2.4) 

maka 

  

 

 

  

gambar 7.2.3 

                𝐼𝐵.
𝐷𝐹

𝐹𝐶
+ 𝐷𝐼.

𝐵𝐻

𝐻𝐶
= 𝐼𝐵.

𝐼𝑁

𝑁𝐶
 .

𝐿𝐷

𝐼𝐿
+ 𝐷𝐼.

𝑁𝐼

𝐶𝑁
 .

𝐿𝐵

𝐼𝐿
 

                                       =
𝑁𝐼

𝐶𝑁
 .

𝐼𝐵.𝐼𝐷+𝐷𝐼.𝐿𝐵

𝐼𝐿
 

                                       =
𝑁𝐼

𝐶𝑁
 .

𝐼𝐵.(𝐷𝐼+𝐼𝐿)+ 𝐷𝐼.(𝐼𝐿−𝐼𝐵)

𝐼𝐿
 

                                       = 𝐷𝐵.
𝑁𝐼

𝐶𝑁
       . . . . (7.2.5) 

Kemudian gunakan lagi teorema Menelaus untuk AIB dan ADI, maka 

diperoleh 

              
𝐵𝐸

𝐸𝐴
= −

𝑀𝐼

𝐴𝑀
.

𝑃𝐵

𝐼𝑃
        . . . . (7.2.6) 

dan 
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𝐷𝐺

𝐺𝐴
= −

𝑀𝐼

𝐴𝑀
.

𝑃𝐷

𝐼𝑃
        . . . . (7.2.7) 

maka 

             𝐼𝐵.
𝐷𝐺

𝐺𝐴
+ 𝐷𝐼.

𝐵𝐸

𝐸𝐴
 =

𝑀𝐼

𝑀𝐴
 .

𝐼𝐵.𝑃𝐷+𝑃𝐵.𝐼𝐷

𝐼𝑃
 

                                        =
𝑀𝐼

𝑀𝐴
 .

𝐵𝐼.(𝐼𝑃−𝐼𝐷)+ 𝐼𝐷.(𝑃𝐼+𝐼𝐵)

𝐼𝑃
 

                                        = 𝐵𝐷.
𝐼𝑀

𝑀𝐴
       . . . . .(7.2.8) 

Kalaikan persamaan (7.2.5) dengan IC, maka diperoleh 

                𝐼𝐶. 𝐼𝐵.
𝐷𝐹

𝐹𝐶
+ 𝐼𝐶. 𝐷𝐼.

𝐵𝐻

𝐻𝐶
=  𝐼𝐶. 𝐷𝐵.

𝑁𝐼

𝐶𝑁
   . . . . . (7.2.9) 

Kemudian kalikan pula persamaan (7.2.8) dengan IA, maka diperoleh 

                𝐼𝐴. 𝐼𝐵.
𝐷𝐺

𝐺𝐴
+ 𝐼𝐴. 𝐷𝐼.

𝐵𝐸

𝐸𝐴
= 𝐼𝐴. 𝐵𝐷.

𝐼𝑀

𝑀𝐴
                  . . . . . . (7.2.10) 

Akhirnya bila dikurangkan persamaan (7.2.10) dengan (7.2.9) serta dari 

persamaan (7.2.1) dan (7.2.2) akan diperoleh 

                𝐵𝐷. (
𝐼𝐶.𝐼𝑁

𝑁𝐶
+

𝐼𝐴.𝐼𝑁

𝑀𝐴
) = 0 

                
𝐼𝐴−𝐼𝑀

𝐼𝐴.𝐼𝑀
=  

𝐼𝐶−𝐼𝑁

𝐼𝐶.𝐼𝑁
 

Yang selanjutnya menghasilkan 

               
1

𝐼𝑀
− 

1

𝐼𝐴
=  

1

𝐼𝑁
−

1

𝐼𝐶
 

 

 

 

Teorema Butterfly Dengan Menelaus 

Berikut ini diberikan sebagai tambahan untuk topic ini yaitu teorema butterfly dengan 

menggunakan Menelaus. Topik ini dikatakan sebagai tambahan, karena teorema agar 

teorema Menelaus bisa digunakan, maka butterfly akan dikontruksi pada dua buah garis 

lurus. 
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Teorema 7.2.3. diberikan dua buah garis l dan l, titik A berada pada garis l  dan titik B 

pada garis l, ambil sebarang titik P pada garis AB, titik C dan F berada pada garis l dan 

titik D dan E pada garis l, misalkan X = CEAB dan Y = FDAB. Maka PA = PB 

menyebabkan PX = PY. 

Bukti : Perhatikan OFE dengan garis transversal CPD, maka dengan menggunakan 

teorema Menelaus diperoleh 

                    
𝑂𝐶

𝐶𝐹
.

𝐹𝑃

𝑃𝐸
.

𝐸𝐷

𝐷𝑂
= 1 

Untuk OAB dengan garis transversal masih CPD, maka diperoleh 

 
𝑂𝐷

𝐷𝐵
.

𝐵𝑃

𝑃𝐴
.

𝐴𝐶

𝐶𝑂
= 1 

Kemudian untuk BPE dengan garis transversal FYD diperoleh 

 
𝐹𝑌

𝑌𝐵
.

𝐵𝐷

𝐷𝐸
.

𝐸𝐹

𝐹𝑃
= 1 

 

Gambar 7.2.4 

Terahir untuk FAP dengan garis transversal CXE diperoleh 

 
𝑃𝐸

𝐸𝐹
.

𝐹𝐶

𝐶𝐴
.

𝐴𝑋

𝑋𝑃
= 1 

Apabila keempat persamaan di atas dikalikan, maka akan diperoleh 

 
𝑃𝑌

𝑌𝐵
.

𝐴𝑋

𝑋𝑃
.

𝐵𝑃

𝑃𝐴
= 1 

Karena PB = PA yang mengakibatkan 
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𝑌𝐵

𝑃𝑌
=  

𝐴𝑋

𝑋𝑃
 

          
𝑌𝐵+𝑃𝑌

𝑃𝑌
=  

𝐴𝑋+𝑋𝑃

𝑋𝑃
 

 𝑃𝐴. 𝑃𝑌 = 𝑃𝐵. 𝑃𝑋  

Maka diporoleh PY = PX. 

 

 

 

7.3. Teorema Butterfly pada Hyperbola dan Elips 

Berikut ini akan diberikan bentuk sederhana dari teorema butterfly pada parabola, akan 

tetapi untuk menambah khasanah/pengayaan proses pembuktian. Maka buktinya akan 

diberikan seraca analitik. Pada dasarnya pembuktian secara analitik ini adalah cara yang 

lebih sederhana dalam proses pembuktian teorema butterfly pada hyperbola. Karena 

kalau kita ingin membuktikan dengan menggunakan konsep luas daerah, mungkin sedikit 

merepotkan namun tetap bisa dilakukan, sehingga proses pembuktian dengan 

menggunakan konsep luas atau cara lainnya dapat sebagai latihan bagi pembaca. 

Teroema butterfly yang diberikan disini adalah dalam untuk parabola dengan bentuk 

umum 

     
𝑥2

𝑎2
  −  

𝑦2

𝑏2
= 1 

Teorema 7.3.1.  Misalkan M(0,k) titik tengah dari busur AB yang sejajar dengan sumbu 

mayor. Melalui titik M dibuat dua buah garis CD dan EF yang memotong kedua busur 

parabola. CD memotong AB dititik P dan EF memotong AB dititik Q. Maka M adalah 

titik tengah dari PQ.   

Bukti : perhatikan gambar 7.3.1 di bawah ini 

Melalui titik M dibuat sumbu X dan sumbu Y, sehingga persamaan parabolanya menjadi 

                 
𝑥2

𝑎2   −  
(𝑦+𝑘)2

𝑏2 = 1                                                      . . . . .(7.3.1) 
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Gambar 7.3.1 

 

Atau dapat juga ditulis dalam bentuk 

 b²x²  a²(y + k)²  a²b² = 0        . . . . .(7.3.2) 

Misalkan koordinat baru dari titik-titik tersebut  M =(0,0),  C = (x1,y1),  D = (x2,y2),  E = 

(x3, y3),  F = (x4, y4),  P = (p, 0),  Q = (q, 0), sedangkan persamaan garis DC dan EF 

masing-masing adalah y = m1x dan y = m2x. Subsitusikan m1x pada persamaan (7.3.2) 

maka diperoleh 

 (b²  a²m1²) x²  2a²m1kx  a² (b² + k²) = 0          . . . . .  (7.3.3) 

 Persamaan (7.3.3) merupakan persamaan kuadrat. Misalkan akarnya adalah x1 

dan x2. Karena y = m1x adalah persamaan garis yang melalui DC, maka x1 dan x2 

merupakan absis dari koordinat titik C dan D. yang mana 

             𝑥1 +  𝑥2 =  
−2𝑎2𝑚1𝑘

(𝑏2− 𝑎2𝑚1
2)

       dan       𝑥1. 𝑥2 =  
−𝑎2( 𝑏2+ 𝑘2)

(𝑏2− 𝑎2𝑚1
2)

 

Sehingga diperoleh 

    
𝑚𝑥1.𝑥2

𝑥1+ 𝑥2
=  

−( 𝑏2+ 𝑘2)

2𝑘
               . . . . . (7.3.4) 
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Dengan cara yang sama kalau disubsitusikan y = m2x ke persamaan (7.3.3) maka akan 

diperoleh 

         
𝑚𝑥3.𝑥4

𝑥3+ 𝑥4
=  

−( 𝑏2+ 𝑘2)

2𝑘
          . . . . . . (7.3.5) 

Yang mana x3 dan x4 adalah absis dari koordinat titik E dan F. Dari persamaan (7.3.4) 

dan (7.3.5) diperoleh 

                  
−𝑥2.𝑥3

𝑚1𝑥2−𝑚2𝑥3
=  

𝑥1.𝑥4

𝑚1𝑥1−𝑚2𝑥4
       . . . . . .(7.3.6) 

Karena C, Q dan F adalah segaris (collinear), jadi kemiringan dari QC dan GQ adalah 

sama, jadi 

           
𝑦1

𝑥1−𝑞
=  

−𝑦4

𝑞−𝑥4
        . . . . . . (7.3.7) 

Sehingga 

         
𝑞−𝑥1

𝑞−𝑥4
=  

𝑦1

𝑦4
=

𝑚1𝑥1

𝑚2𝑥4
       . . . . . . (7.3.8) 

Dengan q  x1 dan q  x4. Maka penyelesaian persamaan (7.3.8) untuk q adalah 

                  𝑞 =  
(m1−𝑚2)𝑥1𝑥4

𝑚1𝑥1−𝑚2𝑥4
        . . . . . .(7.3.9) 

Dengan cara yang sama untuk kemiringan dari PE dan DP diperleh 

        𝑝 =  
(m1−𝑚2)𝑥2𝑥3

𝑚1𝑥2−𝑚2𝑥3
          . . . . . .(7.3.10) 

Dari (7.3.9) dan (7.3.10) dan dengan memasukkan ke dalam persamaan (7.3.6) diperoleh 

p = q, yang bermakna PM = MQ. 

 

Teorema Butterfly Pada Elips 

Buatlah sebarang garis AB dan garis AB pada sebarang elips dan misalkan I merupakan 

titik potong dari garis AB dan AB. kemudian melalui I dibuat garis yang memotong elips 

pada titik C dan C. katakana D dan D masing-masing titik potong garis CC dengan 

garis AB dan AB,  untuk lebih lengkapnya perhatikan gambar 7.3.2 di bawah ini. 
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Gambar 7.3.2 

 

   Jadi I tidak merupakan titik tengah dari garis manapun, maka yang dapat 

dilakukan adalah mengkontruksi kesamaan seperti kesamaan teorema butterfly pada 

segiempat. Maka tugas  selanjutnya adalah menentukkan titik I pada perpanjangan CC, 

yang mana I adalah titik tengah dari CI.  Maka bentuk kesamaan dari teorema Butterfly 

pada elips di atas adalah 

 
1

𝐼𝐶
+ 

1

𝐼𝐶′ 
=  

1

𝐼𝐷
+

1

𝐼𝐷′
                                                     . . . . . . (7.3.11) 

atau 

           
1

𝐼𝐶
− 

1

𝐼𝐶′ 
=  

1

𝐼𝐷
−

1

𝐼𝐷′
         . . . . . . (7.3.12) 

 Hanya untuk pemikiran saja, di bawah ini diberikan gambar perumuman terorema 

Butterfly pada Elips. Akan tetapi pembahasannya tidak diberikan dalam buku ini. 

Gambar ini diberikan hanya untuk memotivasi pembaca agar dapat membahas lebih jauh 

tentang pengembangan teorema Butterfly pada elips tersebut 
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Gambar 7.3.3 
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Soal-latihan 11. 

1. Berikan bukti alternatif lain lain dari teorema 7.2.1  

2. Jika titik A =(0,0), B = (10,2), C = (12,6) dan D =(6, 12). Buat titik E sehingga AE = 

ED dan titik F sehingga BF = FC, titik G sehingga AG = ½ GB dan titik H sehingga 

CH = ½ HD. Tunjukkan secara analitik bahwa teorema Butterfly berlaku untuk 

segiempat AMCD. 

3. Pada parabola     
𝑥2

16
  −  

𝑦2

25
= 1, dibuat titik 𝐴 = (√32, 5)𝑑𝑎𝑛 𝐵 =

(−√32, 5)  sedangkan titik C = (xc,yc),  D = (xd, yd), E = (xe,ye) dan F = 

(xf,yf).  tentukan secara analitik koordinat titik P dan Q sehingga teorema 

Butterfly berlaku pada parabola tersebut. Dan hitung juga panjang PM. 

4. Perhatikan kembali gambar 7.1.6. Jika perpajangan garis AC dan BD memotong garis 

PQ di titik K dan L, tunjukkan bahwa M juga merupakan titik tengah dari KL.  

5. Andaikan  ABCD  segiempat siklis, AC dan BD berpotongan di M. Terdapat 2 titik X 

∈ AB dan Y ∈ CD sedemikian sehingga XM = MY dan X,M,Y kolinear. Jika XY 

diperpanjang ke kanan dan kiri hingga memotong lingkaran luar ABCD di P1  dan P2, 

maka P1M = P2M.  kalau ia buatikan dan kalau tidak beri contoh penyangkalnya 

6. Jika titik P berada di luar lingkaran dan dari titik P dibuat garis yang menyinggung 

lingkaran tersebut dititik T dan B. Jika AB adalah diameter lingkaran dan TH  AB. 

Tunjukkan bahwa AP merupakan bisector TH.  

7. Misalkan jari-jari lingkaran dalam ABC adalah  I, titik singgung lingkaran tersebut 

pada sisi BC adalah X, misalkan A titik tengah sisi BC, tunjukkan bahwa 

perpanjangan AI merupakan bisector dari AX. 

8. Buktikan kasus khusus teorema Butterfly jika AD // BC. 

9. Buktikan teorema Butterfly dengan menggunakan teorema Desarques’s 

10. Buktikan teoema Butterfly dengan menggunakan cross rasio. 

11. *). Buktikan teorema Butterfly pada lingkaran dengan menggunakan teorema 

Menelaus. 
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12. *). Pada gambar di bawah. Titik A, B, C dan D masing-masing berada pada sisi AB, 

BC, CD dan DA dari segiempat ABCD. Sedangkan I adalah titik potong garis AC dan 

BD dan juga merupakan titik potong diagonal AC dan BD. Tunjukkan bahwa 

a.    
|𝐴𝑈|

|𝑈𝐼|
.

|𝐼𝑉|

|𝑉𝐶|
 =  

|𝐴𝐼|

|𝐼𝐶|
 

b.    
|𝑋𝐴|

|𝐴𝐼|
.

|𝐼𝐶|

|𝐺𝑍|
 =  

|𝑋𝐼|

|𝐼𝑍|
 

c.    
|𝑋𝑈|

|𝑈𝐼|
.

|𝐼𝑉|

|𝑉𝑍|
 =  

|𝑋𝐼|

|𝐼𝑍|
 

 

13. **). Buktikan kesamaan (7.3.11) dan (7.3.12) yaitu merupakan kesamaan Butterfly 

pada elips.  

14. *). Misalkan  ABC sebarang segitiga, jika M dan N merupakan bisector dari titik B 

dan C yang memotong AC dan AB.Jika D adalah garis potong MN dengan lingkaran 

luas ABC, tunjukkan bahwa  

                    CDADBD

111
  
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15. *). Misalkan dua buah lingkaran mempunyai pusat yang sama di O, sebuah garis 

memotong lingkaran di titip P. Q dan P, Q jika M merupakan titik tangah bersama 

dari PQ dan PQ, melalui M dibuat dua buah garis AABB dan CCDD. Hubungkan 

AD, AD, BC dan BC (seperti pada gambar di bawah, maka terbentuklah butterfly).  

Misalkan X, Y, Z dan W masing-masing merupakan titik potong dari PPQQ dengan 

AD, BC, AD dan BC. Tunjukkan bahwa berlaku : 

                   
1

𝑀𝑋
+  

1

𝑀𝑍
=  

1

𝑀𝑌
+ 

1

𝑀𝑊
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 Ketaksamaan Erdos-Mordell’s 

Dalam kehidupan sehari, hari memang tidak banyak dijumpai bentuk ketaksamaan 

Erdos-Mordel, akan tetapi dalam penerapannya pada berbagai bidang ilmu banyak 

digunakan ketaksamaan Erdos-Mordell tersebut, misalnya dalam mekanika, astronomi 

dan lain sebagainya. 

 

 

 

BAB 

8 
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 Ketaksamaan Erdos-Mordell’s 

 

8.1. Ketaksamaan Erdos-Mordel 

Berikut ini diberikan ketaksamaan Erdos-Mordel yang merupakan pengembangan dari 

teorema Carnot I. akan tetapi sebelum membahas tentang ketaksamaan Erdos-Mordell, 

perhatikan lema pendukung berikut yang buktinya akan dibahas dalam beberapa cara 

Lema 8.1.1. Misalkan ABC sebarang segitiga dan O sebarang titik dalam segitiga ABC, 

jika jarak dari O ke sisi BC, AC, AB masing-masing adalah p, q, r dan jarak O ke titik A, 

B, C masing-masing adalah x, y, z (seperti gambar 8.1.1).  Maka berlaku 

 ax ≥ br + cq,     by ≥ ar + cp     dan      cz ≥ aq + bp       (8.1.1) 

 

Gambar 8.1.1 

BAB 

7 
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Bukti : Cara I. Perhatikan gambar 8.1.2a, bentuk segitiga ABC yang lain yang panjang 

sisinya kelipatan x  dari panjang sisi segitiga pada gambar 8.1.2a. sehingga diperoleh 

seperti pada gambar 8.1.2b. Dari gambar 8.1.1, sebut OAB = 1,  OAC = 2,  seperti 

pada gambar 8.1.2a. Kemudian buat segitiga ADC yang siku-siku di D dengan  OAB = 

1 selanjutnya buat  AEB yang siku-siku di E dengan OAC = 2. Sehingga diperoleh : 

          AEB  OBA  

dan 

          ADC  OCA. 

sehingga diperoleh 

 
OA

AB

OB'

AE
  , jadi 

x

cx

q

AE


 
yang menghasilkan  AE = cq 

dan 

 
OA

AC

OC'

AD
  , jadi 

x

bx

r

AD


 
yang menghasilkan  AD = br, 

maka diperolehlah ax ≥ br + cq dan dengan cara yang sama akan diperoleh     by ≥ ar + 

cp     dan      cz ≥ aq + bp.  

 

  Gambar 8.1.2a   Gambar 8.1.2b 

Cara II. Perhatikan gambar 8.1.3 berikut Misalkan pula sebarang titik yang diambil di 

dalam AMC adalah M. Misalkan masing-masing panjang sisi BC, AC dan AB adalah a, 

b dan c. dan sebut jarak dari titik A ke BC adalah ha yang merupakan tinggi ABC. 
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            Gambar 8.1.3 

Jika L menyatakan luas segitiga ABC, 

maka 

     2L = a.ha                          (8.1.2) 

Karena 

LABC = LMBC+ LMCA+L MAB 

Jadi dari persamaan (8.1.2) diperoleh 

2L = a.ha = a.p + b.q + c.r 

Selanjutnya karan ha ≤ x + p maka 

 a(x + p) ≥ a.ha 

 

jadi  

 a.x + a.p ≥ a.p + b.q + c.r 

sehingga 

 a.x ≥ b.q + c.r  

dengan cara yang sama diperoleh 

 by ≥ ar + cp     dan       

cz ≥ aq + bp        

 

Cara III. Perhatikan gambar 8.1.4 berikut). 

Sama seperti pada bukti cara II. Misalkan Misalkan masing-masing panjang sisi BC, AC 

dan AB adalah a, b dan c. dan sebut jarak dari titik A ke BC adalah ha yang merupakan 

tinggi ABC. Misalkan pula sebarang titik yang diambil di dalam AMC adalah M. Jila L 

menyatakan luas ABC. Kemudian buat garis AM dan diperpanjang seperlunya. Dari 

titik B buat garis yang tegak lurus ke AM serta dari titik C buat juga garis yang tegak 

lurus ke perpanjangan garis AM, Katakana titik potongnya masing-masing adalah B dan 

C. Proses ini mengakibatkan. 

             AFM  ABB dan AEM  ACC 

Jadi 
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                  Gambar 8.1.4. 

         
c

BB

x

r '

 Maka  rc = xBB 

dan 

 
b

CC

x

q '

 Maka  q.b = xCC 

Yang selanjutnya menghasilkan 

r.c + q.b = x(BB + CC) 

r.c + q.b ≤ x.a 

dengan cara yang sama akan diperoleh 

       by ≥ ar + cp     dan       

cz ≥ aq + bp          

         Sebenarnya masing sangat banyak cara membuktikan lema di atas (akan dibahas 

dalam soal latihan). Berikut ini dengan menggunakan lema di atas dapat dibuktikan 

ketaksamaan Erdos-Mordell sebagai berikut 

Teorema 8.1.1. (Ketaksamaan Erdos-Mordell). 

Misalkan O sebarang titik dalam ABC,  jika jarak dari O ke sisi BC, AC, AB masing-

masing adalah p, q, r dan jarak O ke titik A, B, C masing-masing adalah x, y, z (seperti 

gambar 8.1.1 di atas).  Maka berlaku 

  x + y + z ≥ 2 (p + q + r)         (8.1.3) 

Bukti : Berdasarkan lema di atas maka  

   
c

bpaq

b

cpar

a

cqbr
 z  y   x








 r

a

b

b

a
 q

c

a

a

c
p

c

b

b

c
 


























  

           Dengan menggunakan rata-rata aritmatik geometri, maka masing-masing koefisien 

dari p, q dan r lebih kecil dari 2, maka  diperoleh  

  
x + y + z ≥ 2 (p + q + r)

     
  
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Teladan 8.1.1. Misalkan ABC sebarang segitiga dan titik P berada dalam segitiga ABC. 

Tunjukkan paling kurang satu dari  PAB,  PBC dan  PCA lebih kecil atau sama 

dengan 300. 

Penyelesaian :   

 

                    Gambar 8.1.5 

Perhatikan gambar 8.1.5 di bawah 

ini  dan Perhatikan bahwa PF tegak 

lurus dengan AB, PE tegak lurus 

dengan BC dan PE tegak lurus 

dengan AC andaikan semua . PAB, 

PBC dan PCA lebih besar  dari 

300. Kemudian pandang.  

 

PCA  sin

PE

PBC sin

PD

PAB  sin

PF
  PC  PB PA








  

                       
00 30 sin

PE

 sin

PD

30 sin

PF
 

030  

     1/2

PE

/

PD

1/2

PF
 

21  

      = 2 (PD+ PD + PF).  

Ketaksamaan di atas bertentangan dengan ketaksamaan Erdos-Mordell. Jadi 

pegandaian salah, maka haruslah minimal salah satu dari  PAB,  PBC atau  PCA 

lebih kecil atau sama dengan 300.       

 Kalau bukti ketaksamaan Erdos-Mordell ini selalu dengan menggunakan lema 

atau teorema lain sebelumnya, maka berikut ini akan diberikan bukti yang lelih sederhana 

dari ketaksamaan Erdos-Mordell yaitu dengan menggunakan perbandingan diagonal dari 

segiempat  yang terbentuk dari dua buah tali busur pada suatu lingkaran. 
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Lema 8.1.2.  Jika pada suatu lingkaran tali busur AA dan BB berpotongan di titik P. 

Maka beralaku  

          
𝐴𝑃

𝑃𝐴′
=

𝐴𝐵.𝐴𝐵′

𝐴′𝐵.𝐴′𝐵′ 
 

 

Bukti :  Misalkan R adalah jari-jari 

lingkaran dan h dan h masing-masing 

merupakan tinggi dari BAB dan 

BAB,  maka berlaku 

          
𝐴𝑃

𝑃𝐴′
=  

ℎ

ℎ′
=

𝐴𝐵.𝐴𝐵′

2𝑅

𝐴′𝐵.𝐴′𝐵′

2𝑅

=
𝐴𝐵.𝐴𝐵′

𝐴′𝐵. 𝐴′𝐵′
 

 
 

gambar 8.1.6 

 

 

Bukti Lain ketaksamaan Erdos-Mordell. 

 Dengan menggunakan lema di atas, akan dibuktikan ketaksamaan Erdos-Mordell 

dengan cara yang cukup sederhana. Untuk memudahkan pemahaman penggunaan lema 

8.1.2, maka akan digunakan gambar lain dalam proses pembuktiannya. Untuk itu 

perhatikan gambar 8.1.7 berikut ini 

          Untuk membuktikannya cukup kita tunjukkan bahwa  

                            
𝐴𝑃

𝑃𝐴′
=  

𝐴′𝑃′

𝑃′𝐴
 .   

Dari lema 8.1.2 diperoleh 

                    1 =  
𝐴𝑀

𝑀𝐴′
=  

𝐴𝐵.𝐴𝐵′

𝐴′𝐵.𝐴′𝐵′
  

Yang menyebabkan 

                
𝐴′𝐵′

𝐴𝐵′
=  

𝐴𝐵.

𝐴′𝐵.
       (8.1.2) 

Dengan cara yang sama akan diperoleh 

               
𝐴′𝐶′

𝐴𝐶′
=  

𝐴𝐶.

𝐴′𝐶.
            (8.1.3) 
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Gambar 8.1.7 

Maka berdasarkan lema 8.1.2 dan persamaan (8.1.2) dan (8.1.3) diperoleh 

 
𝐴′𝑃′

𝑃′𝐴
=  

𝐴′𝐵′.

𝐴𝐵′.
.

𝐴′𝐶′.

𝐴𝐶′.
=

𝐴𝐵

𝐴′𝐵
.

𝐴𝐶

𝐴′𝐶
=  

𝐴𝑃

𝑃𝐴′
                                               

Teladan 8.1.2  Tunjukkan bahwa pada Lema 8.1.1, akan berlaku:  

        𝑥 =  
𝑏𝑟+𝑐𝑞

𝑎
, = 

𝑎𝑟+𝑐𝑝

𝑏
, dan         𝑧 = 

𝑎𝑞+𝑏𝑝

𝑐
  

jika dan hanya jika O adalah pusat dari lingkaran luar ΔABC dan dinotasikan 𝑅̅ adalah 

jari-jari lingkaran luar segitiga, maka 𝑅̅ = 𝑥 = 𝑦 = 𝑧.□ 

Penyelesaian : . Misalkan =  
𝑏𝑟+𝑐𝑞

𝑎
, 𝑦 = 

𝑎𝑟+𝑐𝑝

𝑏
, dan 𝑧 = 

𝑎𝑞+𝑏𝑝

𝑐
, maka akan 

dibuktikan bahwa O titik pusat lingkaran luar ∆ABC atau 𝑅̅ = 𝑥 = 𝑦 = 𝑧.  

Pandang ∆AOQ pada gambar 8.1.8, akan berlaku ∠𝐴𝑂𝑄 + 𝛼2  = 900. Karena 

diketahui bahwa 𝑎𝑥 = 𝑏𝑟 + 𝑐𝑞, maka ED = BC, sehingga BC tegak lurus terhadap EB 

dan CD.  
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Gambar 8.1.8.  

 

jika 𝑎𝑥 = 𝑏𝑟 + 𝑐𝑞, maka berlaku: 

𝛽 + 𝛼2 = 900       (8.1.4) 

𝛾 + 𝛼1 = 900      (8.1.5) 

Jika 𝑏𝑦 = 𝑎𝑟 + 𝑐𝑝, maka berlaku: 

𝛼 + 𝛽1 = 900      (8.1.6) 

𝛾 + 𝛽2 = 900      (8.1.7) 

 

Jika 𝑐𝑧 = 𝑎𝑞 + 𝑏𝑝, maka berlaku: 

𝛼 + 𝛾2 = 900      (8.1.8) 

𝛽 + 𝛾1 = 900      (8.1.9) 

Pada gambar 8.1.8 berlaku: 

∠𝐴𝑂𝑄 + 𝛼2 = 900                (8.1.10) 

∠𝐶𝑂𝑄 + 𝛾1 = 900                (8.1.11) 

Dari persamaan (8.1.10) dan persamaan (8.1.4) diperoleh: 

∠𝐴𝑂𝑄 =  𝛽       (8.1.12) 

Dari persamaan (8.1.9) dan persamaan (8.1.11) diperoleh: 

∠𝐶𝑂𝑄 =  𝛽       (8.1.13) 

Dari persamaan (8.1.12) dan persamaan (8.1.13) diperoleh: 

∠𝐴𝑂𝑄 = ∠𝐶𝑂𝑄  

Karena: 
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∠𝐴𝑂𝑄 ≅ ∠𝐶𝑂𝑄  

     𝑂𝑄 ≅ 𝑂𝑄  

∠𝐴𝑄𝑂 ≅ ∠𝐶𝑄𝑂  

Diperoleh 𝛥𝐴𝑂𝑄 ≅ 𝛥𝐶𝑂𝑄 akibatnya 𝑥 = 𝑧. Dengan cara yang sama akan 

diperoleh 𝑥 = 𝑦. Karena 𝑥 = 𝑧 dan 𝑥 = 𝑦 dapat disimpulkan bahwa 𝑥 = 𝑦 = 𝑧, sehingga 

terbuktilah bahwa O merupakan titik pusat lingkaran luar ∆ABC atau 𝑅̅ = 𝑥 = 𝑦 = 𝑧. 

. Jika diketahui O adalah pusat dari lingkaran luar ∆ABC, dinotasikan 𝐴𝑂 = 𝑥, 𝐵𝑂 =

𝑦, 𝐶𝑂 = 𝑧, dan 𝑅̅ merupakan jari-jari lingkaran luar ∆ABC atau 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 𝑅̅, maka 

akan dibuktikan berlaku: 

𝑥 = 
𝑏𝑟+𝑐𝑞

𝑎
, = 

𝑎𝑟+𝑐𝑝

𝑏
, dan 𝑧 = 

𝑎𝑞+𝑏𝑝

𝑐
   (8.1.14). 

Diketahui O adalah pusat dari lingkaran L∆ABC. Jika dinotasikan 𝐴𝑂 = 𝑥, 𝐵𝑂 =

𝑦, 𝐶𝑂 = 𝑧  maka pada  ∆ABC akan terdiri dari tiga segitiga dalam yaitu ∆AOC, ∆BOC, 

dan ∆AOB. Karena 𝑥 = 𝑦 = 𝑧, sehingga tiga segitiga dalam tersebut masing-masing 

adalah segitiga sama kaki. Sehingga akan diperoleh bahwa: 

               𝛼2 = 𝛾1, 𝛽1 = 𝛾2,  𝛼1 = 𝛽2      (8.1.15) 

Pada gambar 8.1.8 akan berlaku: 

𝛼1 + 𝛼2 + 𝛽1 + 𝛽2+𝛾1 + 𝛾2 = 1800   (8.1.16) 

Substitusikan persamaan (3.3.8) ke persamaan (3.3.9) akan diperoleh: 

𝛼1+𝛾1 + 𝛾2 + 𝛼1+𝛾1 + 𝛾2 = 1800  

𝛼1+𝛾1 + 𝛾2 = 900      (8.1.44) 

dan 

𝛽2 + 𝛼2 + 𝛽1 + 𝛽2 + 𝛼2 + 𝛽1 = 1800  

𝛽2 + 𝛼2 + 𝛽1 = 900      (8.1.45) 

Dari persamaan (8.1.13) dan (8.1.14) akan diperoleh juga bahwa untuk EBCD pada 

gambar 8.1.8 empat sudutnya adalah siku-siku. Sehingga akan berlaku   𝑎𝑥 = 𝑏𝑟 + 𝑐𝑞 
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atau = 
𝑏𝑟+𝑐𝑞

𝑎
.  Dengan cara yang sama akan diperoleh juga bahwa = 

𝑎𝑟+𝑐𝑝

𝑏
, dan 𝑧 = 

𝑎𝑞+𝑏𝑝

𝑐
. 

Jadi terbukti bahwa pada suatu segitiga ABC, akan diperoleh persamaan ax = br + 

cq, by = ar + cp,dan  cz = aq + bp jika dan hanya jika O adalah pusat dari lingkaran luar 

∆ABC. Koefisien p, q dan r pada Ketaksamaan Erdős-Mordell akan sama dengan 2 jika 

dan hanya jika 𝑎 = 𝑏 = 𝑐, atau dengan kata lain ∆ABC sama sisi.■ 

Teladan 8.1.3. Jika dinotasikan 𝑟̅ sebagai jari-jari lingkaran dalam dan 𝑅̅ sebagai jari-jari 

lingkaran luar ∆ABC maka pada ∆ABC akan berlaku 𝑅̅ ≥ 2𝑟̅.□ 

Penyelesaian : Dari teladan 8.1.2 diketahui bahwa x = y = z = 𝑅̅. Substitusikan bentuk 

ini ke Ketaksamaan Erdős-Mordell. Akan diperoleh 𝑅̅ + 𝑅̅ + 𝑅̅ ≥ 2(𝑝 + 𝑞 + 𝑟). 

Teorema Carnot  menyatakan bahwa 𝑅̅ + 𝑟̅ = 𝑝 + 𝑞 + 𝑟. Untuk segitiga lancip pusat 

lingkaran berada di dalam ∆ABC, sedangkan untuk segitiga tumpul pusat lingkaran luar 

akan berada di luar segitiga. Substitusikan 𝑅̅ + 𝑟̅ = 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 ke persamaan 𝑅̅ + 𝑅̅ +

𝑅̅ ≥ 2(𝑝 + 𝑞 + 𝑟), akan diperoleh 𝑅̅ + 𝑅̅ + 𝑅̅ ≥ 2(𝑅̅ + 𝑟̅) atau 𝑅̅ ≥ 2𝑟̅.   

Teladan 8.1.4. Diberikan ABC dengan A = (0,0),  B = (1,1) dan C = (2,0). Periksalah 

apa yang terjadi jika P berada di luar ABC.  

Penyelesaian : Perhatikan gambar 8.1.9a. Kita misalkan titik P dua buah titik yang 

berada di luar ABC. Katakanlah P1(1,2) dan P2(0,1). Perhatikan titik P1 (untuk titik P2 

sebagai latihan bagi pembaca. Buat garis yang tegal lurus ke sisi perpanjangan AB dan 

perpanjangan CB seperti gambar 8.1.9b.     

Jika dimisalkan jarak dari titik P1 ke titik A, B dan C masing-masing adalah x, y dan z 

sedangkan jarak dari titik P1 ke sisi BC, AC dan AB adalah p, q dan r. 

Maka diperoleh  

        𝑥 = 𝑧 =  √5  dan  y = 1. 

jadi 
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      𝑥 + 𝑦 + 𝑧 =  1 + 2√5 ≈

5,47 

sedangkan  

      𝑝 = 𝑟 =  
1

2
√2   dan q = 2 

sehinga 

𝑝 + 𝑞 + 𝑟 = 2 + √2  ≈ 3,41 

maka diperoleh tidak berlaku 

              x + y + z  2(P + q + 

r). 

 

 

Gambar 8.1.9a 

  

 

gambar 8.1.9b 

            Apakah ini berarti ketaksamaan Erdos-Mordel tidak berlaku ?. Untuk 

menjawabnya. Kita perhatikan bahwa dalam teorema ketaksamaan Erdos-Mordell 

disebutkan bahwa titik P berada dalam ABC. Padahal pada teladan 8.1.2 di atas, titik P 

kita ambil berada diluar ABC. Agar ketaksamaan Erdos-Mordell tetap berlaku di 

definisikan jaraknya sebagai berikut 
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 Nilai p adalah negatip, karena P1 dengan A berada pada bidang yang berbeda 

terhadap sisi BC. 

 Nilai q adalah positip karena P1 dengan B berada pada bidang yang sama terhadap 

sisi AC. 

 Nilai r adalah negatip karena P dengan C berada pada bidang yang berbeda 

terhadap sisi AB. 

Sehingga kalau aturan ini kita terapkan, maka ketaksamaan Erdos-Mordel tetap 

berlaku pada teladan 8.1.2 di atas, yaitu 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 =  1 + 2√5 ≈ 5,47 ≥ 1,18 ≈ 2(2 − √2 ) = 2(𝑝 + 𝑞 + 𝑟) 

 

 

8.2. Ketaksamaan Bertanda Erdos-Mordel. 

Secara umum yang dibahas pada teladan 8.1.2   di atas, dikenal dengan istilah jarak 

bertanda pada ketaksamaan Erdos-Mordel.  Persoalannya adalah kalau umumnya titik P 

berada dalam segitiga atau pada sisi-sisi dari segitiga, maka bagaimana kalau titik P 

tersebut berada diluar segitiga tersebut. Seperti yang telah ditunjukkan pada teladan 8.1.2 

bahwa jika titik P berada diluar segitiga, maka jarak dari titik p ke garis sisi-sisi segitiga 

tersebut tidak selalu positip akan tetapi dapat bernilai negatip tergantung dari posisi 

antara titik P dengan sisi-sisi yang ditentukan jaraknya dari titik P.  Maka apabila jarak 

dari titik P ke sisi-sisi (atau perpanjangannya) diberi nilai sebagai berikut  

 Positip jika titik P dengan A berada pada bidang yang sama terhadap sisi BC. 

 Negatip jika P dengan A berada pada bidang yang berbeda terhadap sisi BC. 

Secara umum bentuk ketaksamaan Erdos-Mordel untuk jarak bertanda tersebut 

adalah sebagai berikut. 

Teorema 8.1.2 : Diberikan ABC, dan titik P berada pada bidang yang sama dengan 

segitiga tersebut, misalkan panjang sisi dari segitiga tersebut adalah a, b dan c sedangkan 
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jarak dari titik P ke sisi BC, AC dan AB adalah p, q dan r, jarak dari titik P ke titik A, B 

dan C, masing-masing adalah x, y dan z. Jika 

 p adalah posisip jika P dengan A berada pada bidang yang sama terhadap BC 

dan sebaiknya bernilai negatip 

 q adalah posisip jika P dengan B berada pada bidang yang sama terhadap AC 

dan sebaiknya bernilai negatip 

 r adalah posisip jika P dengan C berada pada bidang yang sama terahadap AB 

dan sebaiknya bernilai negatip 

 Maka berlaku 

                  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 𝑝 (
𝑏

𝑐
+ 

𝑐

𝑏
) +  𝑞 (

𝑎

𝑐
+ 

𝑐

𝑐
) +  𝑟 (

𝑎

𝑏
+ 

𝑏

𝑎
)     

Bukti :   Misalkan h1, h2 dan h3 masing-masing garis tinggi dari titik A, B dan C ke sisi 

BC, CA dan AB. Sedangkan p1, p2 dan p3 merupakan jarak dari titik P ke sisi BC, CA dan 

AB. Kalau yang umum titik P berada di dalam ABC adalah seperti gambar 8.2.1a 

sedangkan kalau titik P berada di luar ABC adalah seperti gambar 8.2.1b. 

Kalau titik P berada di dalam ABC (seperti gambar 8.2.1a), maka berlaku 

 LABC = LAPB +  LBPC + LAPC     (8.2.1.) 

Jika titik P berada di luar ABC (seperti gambar 8.2.1.b), maka ketaksamaan  

 LABC = - LAPB +  LBPC + LAPC              (8.2.2) 

 

 

gambar 8.2.1.a 

 

gambar 8.2.1b 
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Persamaan (8.2.2) di atas, mengatakan bahwa p1 bertanda negatip (p1 < 0). Jadi diperoleh 

 2.LABC = ah1 = a.p1 + b.p2 + c.p3.      

Dengan catatan bahwa PA + p1  h1 dan p1 < 0. Jadi 

    a.PA + a.p1 = a(PA + p1)   a.h1 = a.p1 + b.p2 + c.p3.      

yang berarti 

 a.PA      b.p2 + c.p3.      

atau  

 𝑃𝐴 ≥  
𝑏.𝑝2+ 𝑐.𝑝3

𝑎
                                                               (8.2.3) 

Dengan cara yang sama akan diperoleh 

 𝑃𝐵 ≥  
𝑎.𝑝1+ 𝑐.𝑝3

𝑏
           (8.2.4) 

dan 

 𝑃𝐶 ≥  
 𝑐.𝑝1+𝑏.𝑝2

𝑐
                 (8.2.5) 

Misalkan ABC bayangan dari ABC terhadap bisektor dari BAC,  yang mana 

bisektor dari BAC tersebut juga menjadi bisektor dari dua buah garis tinggi dari titik A 

(lihat soal 25 latihan 14 bab 7). 

dengan menggunakan pertaksamaan 

8.2.3 pada ABC. dengan 

menggunakan ketaksamaan a.PA      

b.p2 + c.p3. akan diperoleh ketaksamaan 

               a.PA      c.p2 + b.p3.      

yang berarti 

                  𝑃𝐴 ≥  
𝑐.𝑝2

𝑎
+

 𝑐.𝑝3

𝑎
 

dengan cara yang sama akan diperoleh 

                  𝑃𝐵 ≥  
𝑐.𝑝1

𝑏
+

 𝑎.𝑝3

𝑏
 

dan  

 

gambar 8.2.2 
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                  𝑃𝐶 ≥  
𝑎.𝑝2

𝑐
+

 𝑏.𝑝1

𝑐
 

Dari ketiga persamaan di atas diperoleh  

                𝑃𝐴 +  𝑃𝐵 + 𝑃𝐶 ≥  
𝑐.𝑝2

𝑎
+

 𝑐.𝑝3

𝑎
+

𝑐.𝑝1

𝑏
+

 𝑎.𝑝3

𝑏
+  

𝑎.𝑝2

𝑐
+

 𝑏.𝑝1

𝑐
 

                                        =  𝑝1 (
𝑐

𝑏
+

𝑏

𝑐
) +  𝑝2 (

𝑎

𝑐
+

𝑐

𝑎
) + 𝑝3 (

𝑏

𝑎
+

𝑎

𝑏
)   

 Dengan menggunakan rata-rata aritmatik-geometrik untuk ruas kanan 

ketaksamaan di atas, maka akan diperoleh 

               𝑃𝐴 +  𝑃𝐵 + 𝑃𝐶 ≥  𝑝1 (
𝑐

𝑏
+

𝑏

𝑐
) +  𝑝2 (

𝑎

𝑐
+

𝑐

𝑎
) + 𝑝3 (

𝑏

𝑎
+

𝑎

𝑏
) 

                                          ≥  2𝑝1√
𝑐

𝑏
.

𝑏

𝑐
+  2𝑝2√

𝑎

𝑐
.

𝑐

𝑎
+ 2𝑝3√

𝑏

𝑎
.

𝑎

𝑏
 

    = 2𝑝1 +  2𝑝2 +  2𝑝3 

    = 2(𝑝1 +  𝑝2 +  𝑝3) 

Sehingga diperoleh bentuk 

                  𝑃𝐴 +  𝑃𝐵 + 𝑃𝐶 ≥  2(𝑝1 +  𝑝2 +  𝑝3)  

Yang mana bentuk pertaksamaan di atas pada dasarnya persis sama dengan 

pertidaksamaan pada teorema  8.1.1 yaitu pertidaksamaan  (8.1.3) yaitu x + y + z  2(P + 

q + r), yang pada pertaksamaan (8.1.3) x, y dan z masing-masing adalah PA, PB dan PC. 

Yang perlu menjadi perhatian adalah apabila p1 < 0, maka tidak mungkin akan berlaku : 

         𝑝1 (
𝑐

𝑏
+

𝑏

𝑐
)  ≥  2𝑝1√

𝑐

𝑏
.

𝑏

𝑐
       (8.2.6) 

Artinya ketaksamaan yaitu x + y + z  2(P + q + r), hanya berlaku jika titik P 

berada di dalam ABC, sedangkan jika titik P berada di luar ABC maka bentuk 

ketaksamaan Erdos-Mordellnya hanyalah seperti teorema 8.2.1. agar ketaksamaan x + y + 

z  2(P + q + r) tetap berlaku untuk sebarang titik P yang berada di luar ABC, maka 

(8.2.6) tidak boleh digunakan, sehingga perlu proses pembuktian yang lain yaitu sebagai 

berikut : 
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Teorema 8.2.2 : Ketaksamaan  Bertanda Erdos-Mordell. 

 Diberikan ABC, dan titik P berada pada bidang yang sama dengan segitiga tersebut, 

misalkan panjang sisi dari segitiga tersebut adalah a, b dan c sedangkan jarak dari titik P 

ke sisi BC, AC dan AB adalah p, q dan r, jarak dari titik P ke titik A, B dan C, masing-

masing adalah x, y dan z. Jika 

 p adalah posisip jika P dengan A berada pada bidang yang sama terhadap BC 

dan sebaiknya bernilai negatip 

 q adalah posisip jika P dengan B berada pada bidang yang sama terhadap AC 

dan sebaiknya bernilai negatip 

 r adalah posisip jika P dengan C berada pada bidang yang sama terahadap AB 

dan sebaiknya bernilai negatip 

 Maka berlaku 

                  𝑃𝐴 +  𝑃𝐵 + 𝑃𝐶 ≥  2(𝑝1 +  𝑝2 +  𝑝3)         (8.2.7) 

Bukti : Bukti dari teroema di atas akan dibagi dalam 3 kasus berikut 

Kasus 1. Titik P berada pada sudut yang bertolak belakang (vertical angle)  dengan salah 

satu sudut dari ABC. 

Kasus 2. Titik P berada hanya pada salah satu sudut dalam (interior angle) dari ABC. 

Kasus 3. Titi P berada pada perpanjangan sisi dari sisi-sisi ABC.  

Bukti untuk kasus 1. Tanpa mengurangi keumuman misalkan titik P berada pada sudut 

vertical dari BAC, dan misalkan F titik potong garis yang tegak lurus dari titik P ke sisi 

BC. Seperti pada gambar 8.2.3. 

Maka untuk kasus di atas, jelas bahwa p1 > 0,  p2 < 0 dan p3 < 0. Kemudian sebut 

d1 = p1, d2 = -p2 serta d2 = -p3. Perhatikan  PFB yang siku-siku di F, maka berlaku PA > 

d1, Kemudian untuk PFC akan berlaku PC >  d1, maka 

PA + PB + PC  PB + PC  d1 + d1  = 2.d1  2(d1 – d2 – d3) 

Karena p1 > 0,  p2 < 0 dan p3 < 0, dengan d1 = p1, d2 = -p2 serta d2 = -p3, maka  

 𝑃𝐴 +  𝑃𝐵 + 𝑃𝐶 ≥  2(𝑝1 +  𝑝2 +  𝑝3). 
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Gambar 8.2.3 

Bukti kasus 2 : Tanpa mengurangi keumuman misalkan titik P hanya berada pada sudut 

dalam dari BAC. Tanpa mengurangi keumuman misalkan P adalah titik pada sudut 

dalam dari BAC. 

Kasus 2a. Titik P berada di luar ABC dan merupakan titik pada sudut dalam dari BAC, 

tetapi berada cukup jauh dari ABC sehingga semua garis tinggi dari titik P ke sisi-sisi 

ABC jatuh pada perpanjangan dari sisi-sisinya. Sebut -d1 = p1 < 0. Buat titik B sehingga 

F3 adalah titik tengah dari BB, buat garis tinggi dari titik P ke sisi CB dan katakana titik 

potongnya di F1
 perhatikan gambar 8.2.4 

perhatikan PBB samakaki dengan PB 

= PB, sehingga jarak dari P ke ABC 

sama dengan jarak P ke ABC, kecuali 

jarak P ke sisi BC yang berbeda dengan 

jarak P ke sisi BC, untuk itu tukar d1 

dengan 𝑑1
 ′ dengan 𝑑1

 ′ = 𝑃𝐹′  yang 

menghasilkan  𝑑1 
 ′ <  𝑑1 jadi 

 

gambar 8.2.4 
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    𝑝1 = −𝑑1 < − 𝑑1
 ′ = 𝑝1

′  . 

 Ingat jika P berada dalam ABC, maka akan berlaku 𝑝1
′ < 0 <  𝑝1

′  yang akan 

menyebabkan 

 𝑝1
′ +  𝑝2 +  𝑝3 >  𝑝1 +  𝑝2 +  𝑝3  

 Berikutnya pilih C dan F2 menjadi titik tengah dari CC, hubungkan B dengan C 

dan katakan 𝐹1
′′ titik potong garis tinggi dari titik P ke BC (perhatikan gambar 8.2.5). 

Perhatikan CPC yang sama kaki dengan PC = PC sehingga jarak titik P ke sisi-sisi 

ABC sama dengan jarak titik P ke sisi-sisi ABC kecuali di 𝑑1 
 ′  untuk itu gantikan lagi 

𝑑1 
 ′  dengan 𝑑1 

 ′′ =  𝑃𝐹1
′′, yang juga  𝑝1 

 ′ <  𝑝1 
 ′′ sehingga diperoleh 

𝑝1
′′ +  𝑝2 + 𝑝3 >  𝑝1

′ +  𝑝2 +  𝑝3 

                           >  𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 

Ini mengatakan bahwa kalau ketaksamaan Erdos-mordel diberi tanda, maka berlaku : 

                                           𝑃𝐴 +  𝑃𝐵 + 𝑃𝐶 ≥  2(𝑝1 +  𝑝2 +  𝑝3). 

 Yang berlaku untuk semua segitiga yang kakinya tegaklurus dari titik P, jadi juga mesti 

berlaku untuk segitiga yang semula. 

   

 

gambar 8.2.5 

 

gambar 8.2. 

Untuk kasus lain dapat sebagai latihan bagi pembaca. 

 Kalau pada proses pembuktian di atas,  jaraknya diberi tanda negatip atau positip 

bergantung kepada posisi titik P terhadap titik dan sisi di hadapan titik tersebut, maka 
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berikut ini akan diberikan alternatif bukti ketaksamaan Erdos-Modell dengan 

menggunakan konsep segitiga yang dibentuk oleh titik P dan dua titik lainnya pada 

segitiga tersebut yaitu sebagai berikut: Perhatikan Gambar 11, untuk P sebarang titik di 

luar segitiga. 

 

Pada Gambar 8.2.7, titik P di luar ∆ABC. 

Misalkan h1, h2 dan h3 berturut-turut 

adalah garis tinggi ∆PBC, ∆PCA dan 

∆PAB. Sehingga diperoleh luas ∆ABC 

sebagai berikut. 

   L∆ABC = L∆PCA + L∆PAB − L∆PBC  

   L∆ABC = 
2

1
h2 CA  +

2

1
h3 AB  

                −
2

1
h1 BC   

              =
2

1
( h2 CA  + h3 AB − h1 BC ) 

 
Gambar 8.2.7 

             L∆ABC =
2

1
(− h1 BC  + h2 CA  + h3 AB ).              …(8.2.8) 

Untuk P sebarang titik interior segitiga, diperoleh L∆ABC, yaitu     

            L∆ABC =
2

1
( d1 BC  + d2 CA  + d3 AB ). 

Tetapi untuk P titik di luar segitiga diperoleh L∆ABC seperti pada persamaan 

(8.2.8), maka haruslah berlaku  

  2

1
(−h1 BC  + h2 CA  + h3 AB ) =

2

1
(d1 BC  + d2 CA  + d3 AB ).     …(8.2.9)

 

Dan diperoleh −h1 = d1,  h2 = d2 dan h3 = d3.  

Sehingga L∆ABC pada persamaan (2.2.1) dengan P titik di luar segitiga seperti 

pada Gambar 11, haruslah d1 bertanda negatif, sedangkan d2 dan d3 bertanda positif. 

Teorema 8.2.3.  Misalkan P sebarang titik di luar ∆ABC. x1, x2, x3 berturut-turut adalah 

jarak dari titik P ke titik-titik sudut A, B, C, dan d1, d2, d3 berturut-turut adalah jarak dari 
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titik P ke sisi-sisi BC , CA , AB , serta  a, b dan c adalah panjang sisi-sisinya. Maka 

diperoleh Ketaksamaan Erdős-Mordell, yaitu: 

         x1 + x2 + x3 ≥ 2(d1 + d2 + d3). 

 

Gambar 8.2.8 

Bukti: Pada Gambar 8.2.8, misalkan hi adalah garis tinggi dari titik C ke sisi AB . Maka 

diperoleh L∆ABC sebagai berikut. 

 L∆ABC = 
2

1
ABhi   = 

2

1
chi 

            2L∆ABC = chi.                 …(8.2.10) 

Pada Gambar 8.2.8, P titik di luar ∆ABC. Misalkan f1, f2 dan f3 berturut-turut 

adalah garis tinggi ∆BCP, ∆ACP dan ∆ABP. Sehingga diperoleh luas ∆ABC sebagai 

berikut. 

   L∆ABC = L∆ACP + L∆ABP − L∆BCP  

              =
2

1
f2 CA  +

2

1
f3 AB  −

2

1
f1 BC  
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L∆ABC =
2

1
(f2 CA  +

 
f3 AB  − f1 BC )  

              =
2

1
(bf2 + cf3 − af1) 

 L∆ABC =
2

1
(− af1 + bf2 + cf3).            …(8.2.11) 

Untuk P sebarang titik interior segitiga, diperoleh L∆ABC  sebagai berikut 

 L∆ABC =
2

1
(ad1 + bd2 + cd3).         …(8.2.11a) 

Tetapi untuk P titik di luar segitiga diperoleh L∆ABC seperti pada persamaan 

(8.2.11), maka haruslah berlaku 

        
    2

1
(− af1 + bf2 + cf3) =

2

1
(ad1 + bd2 + cd3). 

Dan diperoleh − f1 = d1,  f2 = d2, dan f3 = d3. 

Sehingga L∆ABC pada persamaan (8.2.11a) dengan P titik di luar segitiga seperti 

pada Gambar 8.2.8, haruslah d1 bertanda negatif, sedangkan d2 dan d3 bertanda positif. 

Substitusikan persamaan (8.2.11) ke persamaan (8.2.10), maka 

                      chi = ad1 + bd2 + cd3.                      …(8.2.12) 

hi adalah garis tinggi dari titik C ke sisi AB , sehingga x3 + d3 ≥ hi dan diperoleh 

                     c(x3 + d3)  ≥ chi 

                              cx3 + cd3 ≥ chi.                                      …(8.2.13) 

Substitusikan persamaan (8.2.12) ke persamaan (8.2.13), maka 

                    
  
cx3 + cd3 ≥ ad1 + bd2 + cd3 

                       cx3 ≥ ad1 + bd2                      …(8.2.14) 

Karena a = BC , b = CA , dan c = AB , maka persamaan (8.2.14) menjadi 

          ABx3 ≥ BC d1 + CA d2.                     …(8.2.15) 

Kemudian, dengan memutar ABC 180o terhadap bisektor C maka diperoleh 

∆GHC   ∆ABC seperti pada Gambar 16. Sehingga  

GH  = AB  = c,  CG  = CA  = b,  

dan  
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HC  = BC  = a. 

Dengan menggunakan persamaan (8.2.15) pada  ∆GHC, berlaku 

 

         GH x3 ≥ CG d1 + HC d2 

         cx3 ≥ bd1 + ad2.          

          x3 ≥
c

b
d1 +

c

a
d2          …(8.2.15) 

dengan d1 bertanda negatif dan d2 

bertanda positif. 

 

 

Gambar 8.2.9 

Selanjutnya dengan cara yang sama, dengan memutar ∆ABC 180o terhadap 

bisektorA sehingga diperoleh  

              x1 ≥
a

c
d2 +

a

b
d3                          . . . (8.2.16) 

dengan d2 dan d3 bertanda positif. 

Dan dengan memutar ∆ABC 180o  terhadap bisektorB  diperoleh  

              x2 ≥
b

c
d1 +

b

a
d3             . . . (8.2.17) 

dengan d1 bertanda negatif dan d3 bertanda positif. 

Dengan menjumlahkan persamaan (8.2.15), (8.2.16), dan (8.2.17), diperoleh 

             x1 + x2 + x3  ≥ 2(d1 + d2 + d3)  

dengan d1 bertanda negatif sedangkan d2 dan d3 bertanda positif.   
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8.3. Ketaksamaan Barrow’s 

Kalau ketaksamaan Erdor Mordel di atas semuanya membanding jumlah jarak dari titik P 

ke titik sudut  dari segitiga yang dibandingkan dengan 2 kali jarak dari jumlah jarak titik 

P terhadap sisi-sisi segititiga. Berikut ini akan diberikan bentuk lain dari ketaksamaan 

Erdos-Mordell yaitu membandingkan jumlah jarak titik P terhadap titik-titik sudut 

segitiga di bandingkan dengan jumlah jarak dari titik P terhadap titik-titik yang berada 

pada sisi-sisi segitiga tersebut. Untuk memudahkan penulisan maka pada teorema berikut 

ini akan digunakan lambang dan yang berbeda dengan notasi yang ada pada teorema-

teorema di atas, baik untuk titik sudut segitiga maupun jaraknya. 

 Untuk membuktikan ketaksamaan Barrow’s diperlukan dua buah lema, yang pada 

dasarnya lema ini persoalan dalam suatu segitiga, akan tetapi karena lema ini proses 

pembuktiannya lebih terkesan pada konsep trigonometri, maka pembuktiannya tidak akan 

diberikan dalam buku ini, namun bagi pembaca yang berminat dapat mencoba 

membuktikannya dengan menggunakan konsep trigonometri, sedangkan lema kedua 

nantinya dapat dibuktikan dengan menggunakan lema pertama. 

Lema 8.3.1. misalkan a, b dan c sisi-sisi dari ABC dengan sudutnya adalah ,  dan  

maka beralaku : 

 a2 + b2 + c2  2(bc.cos  + ac.cos  + ab.cos ) 

Bukti : lihat [sebagai latihan] 

Lema 8.3.1. misalkan a, b dan c sisi-sisi dari ABC dengan sudutnya adalah ,  dan  

maka beralaku : 

 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛾 ≤  
1

2
 (

𝑏𝑐

𝑎
+

𝑎𝑐

𝑏
+  

𝑎𝑏

𝑐
) 

Bukti : lihat [sebagai latihan] 
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Teorema 8.3.1   : Diberikan A1A2A3 dan titik P di dalam A1A2A3
, Misalkan Wi pada 

sisi-sisi dari A1A2A3 yang berseberangan dengan Ai sehingga PWj merupakan bisektor 

dari AiPAk dengan i  j  k.  Jika wi = PWi. Maka berlaku 

 PA1 + PA2 + PA3  2( w1 + w2 + w3). 

Bukti :  Misalkan sudut dari segitiga 

tersebut adalah ,   dan . Dengan 21 = 

A2PA3, 22 = A1PA3 dan 23 = 

A1PA2. Maka berdasarkan soal no 24 

latihan lati9han 14 ban 7 diperoleh  

             𝑤1 =  
2.𝑃𝐴2.𝑃𝐴3 cos 𝜃1

𝑃𝐴2+𝑃𝐴3
 

            𝑤2 =  
2.𝑃𝐴1.𝑃𝐴3 cos 𝜃2

𝑃𝐴1+𝑃𝐴3
 

            𝑤3 =  
2.𝑃𝐴1.𝑃𝐴2 cos 𝜃3

𝑃𝐴1+𝑃𝐴2
 

 

gambar 8.3.1 

Maka diperoleh  

             𝑤1 + 𝑤2 + 𝑤3 =  
2.𝑃𝐴2.𝑃𝐴3 cos 𝜃1

𝑃𝐴2+𝑃𝐴3
+ 

2.𝑃𝐴1.𝑃𝐴3 cos 𝜃2

𝑃𝐴1+𝑃𝐴3
+ 

2.𝑃𝐴1.𝑃𝐴2 cos 𝜃3

𝑃𝐴1+𝑃𝐴2
 

                                            =  (
2

𝑃𝐴2+𝑃𝐴3
) (𝑃𝐴2. 𝑃𝐴3 cos 𝜃1) +     

                                  (
2

𝑃𝐴1+𝑃𝐴3
) (𝑃𝐴1. 𝑃𝐴3 cos 𝜃2) + 

                                    (
2

𝑃𝐴1+𝑃𝐴2
) (𝑃𝐴1. 𝑃𝐴2 cos 𝜃3) 

Dengan menggunakan rata-rata aritmatik-geometrik diperoleh 

           𝑤1 +  𝑤2 + 𝑤3 ≤  (
1

√𝑃𝐴2.𝑃𝐴3
) (𝑃𝐴2. 𝑃𝐴3 cos 𝜃1) +     

                                  (
1

√𝑃𝐴1.𝑃𝐴3
) (𝑃𝐴1. 𝑃𝐴3 cos 𝜃2) + 

                                    (
1

√𝑃𝐴1.𝑃𝐴2
) (𝑃𝐴1. 𝑃𝐴2 cos 𝜃3) 
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                                      ≤  (√𝑃𝐴2. 𝑃𝐴3. cos 𝜃1) +  (√𝑃𝐴1. 𝑃𝐴3 . cos 𝜃2) + 

                                    (√𝑃𝐴1. 𝑃𝐴2 cos 𝜃3) 

Berdasarkan lema 8.3.2 dengan = √𝑃𝐴2. 𝑃𝐴3 , 𝑏 = √𝑃𝐴1. 𝑃𝐴3  dan 𝑐 = √𝑃𝐴1. 𝑃𝐴2 

           𝑤1 +  𝑤2 + 𝑤3 ≤  
√𝑃𝐴1.𝑃𝐴3.√𝑃𝐴1.𝑃𝐴2

2√𝑃𝐴2.𝑃𝐴3
+

√𝑃𝐴2.𝑃𝐴3 . √𝑃𝐴1.𝑃𝐴2

2√𝑃𝐴1.𝑃𝐴3

+

√𝑃𝐴2.𝑃𝐴3 .√𝑃𝐴1.𝑃𝐴3

2√𝑃𝐴1.𝑃𝐴2

   

           𝑤1 +  𝑤2 + 𝑤3 ≤
𝑃𝐴1

2
+ 

𝑃𝐴2

2
 +  

𝑃𝐴3

2
 

Maka diperoleh 

 PA1 + PA2 + PA3  2( w1 + w2 + w3).     

Alternatif bukti teorema 8.3.1. 

Karena konsep luas biasanya dirasakan lebih mudah memahaminya, maka berikut ini 

juga akan diberikan alternatif bukti teorema 8.3.1 dengan menggunakan konsep luar. 

Tetap dengan menggunakan seperti bukti di atas yaitu misalkan sudut dari segitiga 

tersebut adalah ,   dan . Dengan 21 = A2PA3, 22 = A1PA3 dan 23 = A1PA2. 

Kembali perhatikan gambar 8.3.1, maka  

 𝐿∆𝐴2𝑃𝐴3 =  
𝑃𝐴2.𝑃𝐴3.sin(2𝜃1)

2
 

                     =  
2.𝑃𝐴2.𝑃𝐴3.sin 𝜃1 cos 𝜃1

2
 

                            = 𝑃𝐴2. 𝑃𝐴3. sin 𝜃1 cos 𝜃1 

Sedangkan  

            𝐿∆𝐴2𝑃𝐴3 =  𝐿∆𝐴2𝑃𝑊1 + 𝐿∆𝐴3𝑃𝑊1  

Karena PW1 bisektor dari A2PA3, maka berlaku 

            𝐿∆𝐴2𝑃𝐴3 =
𝑃𝐴2.𝑤1.sin(𝜃1)

2
+ 

𝑃𝐴3.𝑤1.sin(𝜃1)

2
 

            𝐿∆𝐴2𝑃𝐴3 =
(𝑃𝐴2+𝑃𝐴3 ).𝑤1.sin(𝜃1)

2
 

Kembali dengan menggunakan rata-rata aritmatika-geometrik diperoleh 



Geometri Lanjut                                                                                                                            298  
 

            𝐿∆𝐴2𝑃𝐴3 =
2.√𝑃𝐴2𝑃𝐴3.𝑤1.sin(𝜃1)

2
 

            𝐿∆𝐴2𝑃𝐴3 = 𝑤1. √𝑃𝐴2𝑃𝐴3 . sin(𝜃1) 

Karena PA2 = PA3, kita gunakan ketaksamaan di atas untuk A2PA2, maka diperoleh   

              𝑃𝐴2𝑃𝐴3 . sin(𝜃1) . cos(𝜃1)  ≥  𝑤1. √𝑃𝐴2𝑃𝐴3 . sin(𝜃1) 

                                     𝑤1  ≤ √𝑃𝐴2𝑃𝐴3 . cos(𝜃1)      (8.3.1) 

Dengan cara yang sama akan diperoleh 

              𝑤2  ≤ √𝑃𝐴1𝑃𝐴3 . cos(𝜃2)  dan 𝑤3  ≤ √𝑃𝐴1𝑃𝐴2 . cos(𝜃3)              (8.3.2) 

Dengan PA1 = PA2 dan PA1 = PA3, maka 

               0 ≤  (√𝑃𝐴1 −  √𝑃𝐴2 . cos(𝜃3) − √𝑃𝐴3 . cos(𝜃2))
2

+   

                      (√𝑃𝐴2 . sin(𝜃3) −  √𝑃𝐴3 . sin(𝜃2))
2
     (8.3.3) 

                  = 𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 cos2(𝜃3) +  𝑃𝐴3 cos2(𝜃2) + 

                     −2√𝑃𝐴1𝑃𝐴2 . cos(𝜃3) −  2. √𝑃𝐴1𝑃𝐴3 . cos(𝜃2) +

 2√𝑃𝐴2𝑃𝐴3 . cos(𝜃2) cos(𝜃3)  

                      + 𝑃𝐴2 sin2(𝜃3) +  𝑃𝐴3 sin2(𝜃2) −  2√𝑃𝐴2𝑃𝐴3 . sin(𝜃2) sin(𝜃3)  

                   = 𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2[sin2(𝜃3) + cos2(𝜃3)] +  𝑃𝐴3[sin2(𝜃2) +  cos2(𝜃2)] +  

                      −2√𝑃𝐴1𝑃𝐴2 . cos(𝜃3) −  2. √𝑃𝐴1𝑃𝐴3 . cos(𝜃2) +

 2√𝑃𝐴2𝑃𝐴3 . cos(𝜃2) cos(𝜃3)  

                      − 2√𝑃𝐴2𝑃𝐴3 . sin(𝜃2) sin(𝜃3) 

                    = 𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3 + −2√𝑃𝐴1𝑃𝐴2 . cos(𝜃3) −

 2. √𝑃𝐴1𝑃𝐴3 . cos(𝜃2) +   

                         2√𝑃𝐴2𝑃𝐴3 . cos(𝜃2 +  𝜃3) 
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Karena 1 + 2 + 3 = , maka 

                 0 ≤ 𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3 − 2√𝑃𝐴1𝑃𝐴2 . cos(𝜃3) −  2. √𝑃𝐴1𝑃𝐴3 . cos(𝜃2) +   

                         2√𝑃𝐴2𝑃𝐴3 . cos(𝜋 −  𝜃1) 

                     ≤ 𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3 − 2√𝑃𝐴1𝑃𝐴2 . cos(𝜃3) −  2. √𝑃𝐴1𝑃𝐴3 . cos(𝜃2) −   

                         2√𝑃𝐴2𝑃𝐴3 . cos( 𝜃1) 

Maka berdasarkan persamaan 8.3.2 diperoleh 

                 0 ≤ 𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3 − 2𝑤1 −  2𝑤2 −  2𝑤3     (8.3.4) 

Yang menghasilkan  

                𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3  ≥ 2𝑤1 +  2𝑤2 + 2𝑤3   

 Berikut ini diberikan akibat dari teorema di atas, yang menyatakan hubungan 

garis tinggi dengan sisi-sisi yang mengapitnya serta cosines sudutnya. 

Akibat 8.3.1. : Diberikan A1A2A3 dan Wi pada sisi-sisi dari A1A2A3 yang 

berseberangan dengan Ai sehingga PWj merupakan bisektor dari AiPAk dengan i  j  k.  

Jika wi = PWi. Misalkan juga i = Ai dan hi panjang garis tinggi dari titik Ai ke sisi 

dihadapannya. Maka berlaku 

            ℎ1 ≤ √𝑎2𝑎3 𝑐𝑜𝑠 (
𝛼1

2
),     ℎ2 ≤ √𝑎1𝑎3 𝑐𝑜𝑠 (

𝛼2

2
)   dan   ℎ3 ≤ √𝑎1𝑎2 𝑐𝑜𝑠 (

𝛼3

2
) 

Bukti : Dari persamaan (8.3.2) diperoleh 

𝑤1 ≤ √𝑎2𝑎3 𝑐𝑜𝑠 (
𝛼1

2
) 

𝑤2 ≤ √𝑎1𝑎3 𝑐𝑜𝑠 (
𝛼2

2
) ℎ3

≤ √𝑎1𝑎2 𝑐𝑜𝑠 (
𝛼3

2
) 

karena h1  w1,  h2  w2 dan h3  w3, 

maka diperoleh persamaan yang 

diinginkan 

 

gambar  8.3.2 
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Teladan 8.3.1, diberikan A1A2A3 dan P titik dalamnya, jika a1 menyatakan panjang sisi-

sisi yang berada di depan sudut Ai. Jika pi menyatakan jarak dari titik P ke sisi di hadapan 

sudut Ai.   tunjukkan bahwa berlaku a.PA + b.PB + c.PC  4LABC. 

Penyelesaian :  Pertama-tama misalkan 

    2LA1A2A3 = a1p1 + a2p2 + a3p3. 

Jika hi menyatakan panjang garis tinggi 

dari titik Ai, maka jelas berlaku 

        PA1 + p1  h1 

kalau persamaan di atas di kali dengan a1 

maka diperoleh 

               a1PA1 + a1p1  a1h1 = 2LABC. 

atau 

             a1PA1    2LABC - a1p1 

 

gambar 8.3.3 

Dengan cara yang sama akan diperoleh 

             A2PA2    2LABC – a2p2 dan 

             A3PA3    2LABC – a3p3 

Kalau ketiga persamaan di atas di jumlahkan maka akan diperoleh 

   a1PA1  + A2PA2  + A3PA3    2LABC - a1p1 + 2LABC – a2p2 +  2LABC – a3p3 

                                                  = 6 LABC – (a1p1 +  a2p2 +  a3p3) 

            = 6 LABC – 2 LABC  

            = 4 LABC      

 

 

 

8.4. Ketaksamaan Erdos-Mordel Untuk Segi-empat. 

Kalau pada ke tiga sub-bab di atas ketaksamaan Erdos-Mordel diberlakukan pada 

segitiga, dengan titik P berada di dalam maupun di luar segitiga. Bentuk lain 

ketaksamaan Erdos-Mordelnya adalah kita bandingkan dengan  jumlah jarak titik P 
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dengan sebarang titik yang yang berada pada ketiga sisi segitiga tersebut. Akan tetapi 

berikut ini, bentuk ketaksamaan Erdos-Mordel kita kembangkan untuk sebarang titik di 

dalam sebarang segiempat.  

Teorema 8.4.1. Misalkan A1A2A3A4 sebarang segiempat dengan titik P berada di dalam 

segiempat tersebut. Misalkan pij jarak dari titik P ke sisi AiAj dan misalkan pula pij; ijk 

jarak bertanda dari titik P ke sisi AiAj untuk AiAjAk. Maka berlaku 

 PA1 + PA2 + PA3 + PA4  4/3 (p12 + p23 + p34 + p14) 

Bukti : Perhatikan gambar 8.4.1 di 

sebelah dan pandang titik P terhadap 

A1A2A3, A2A3A4, A3A4A1 dan  

A4A1A2. Maka berdasarkan teorema 

8.2.2. untuk ke empat segitiga di atas, 

maka untuk masing-masing segitiga 

dengan titik P yang seudah ditetapkan 

akan diperoleh hasil sebagai berikut  
 

gambar 8.4.1 

Untuk A1A2A3 :  𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3  ≥ 2(𝑝12; 123. 𝑝23;123. 𝑝13;123) 

Untuk A2A3A4 :  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3 +  𝑃𝐴4  ≥ 2(𝑝23; 234. 𝑝34;234. 𝑝24;234) 

Untuk A1A3A4 :  𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴3 +  𝑃𝐴4  ≥ 2(𝑝34; 14. 𝑝14;134. 𝑝13;134) 

Untuk A1A2A4 :  𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴4  ≥ 2(𝑝12; 124. 𝑝24;124. 𝑝14;124) 

Perhatikan hal berikut p 

       p13; 123 = -p13;134 , karena P minimal merupakan titik dalam dari A1A2A3 dan  

                    A1A3A4.   

       P24; 124 = -p24;234 , karena P minimal merupakan titik dalam dari A1A2A4 dan  

                    A2A3A4.   

       p12; 123 = p12;124 = p12, karena P minimal mesti berada pada sisi yang sama terhadap  

                  A1A2  ditinjau dari  A3  dan A4.   
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       p23; 123 = p23;234 = p23, karena P minimal mesti berada pada sisi yang sama terhadap  

                  A2A3  ditinjau dari  A1  dan A4.   

       P34; 134 = p34;234 = p34, karena P minimal mesti berada pada sisi yang sama terhadap 

                    A3A4 ditinjau dari  A1  dan A2.   

       p14; 124 = p14;144 = p14, karena P minimal mesti berada pada sisi yang sama  

                     A1A4  ditinjau dari  A2  dan A3.   

Maka ketaksamaannya menjadi 

  𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3  ≥ 2𝑝12 + 2𝑝23 − 2𝑝13;134 

  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3 +  𝑃𝐴4  ≥ 2𝑝23 + 2𝑝34 + 2𝑝24;234 

  𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴3 +  𝑃𝐴4  ≥ 2𝑝34 + 2𝑝14 + 2𝑝13;134 

  𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴4  ≥ 2𝑝14 + 2𝑝12 − 2𝑝24;234 

Kalau ke emapat persamaan di atas dijumlahkan, maka akan diperoleh 

                     3(𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3 + 𝑃𝐴4) = 3𝑃𝐴1 +  3𝑃𝐴2 +  3𝑃𝐴3 + 3𝑃𝐴4 

                                                                        ≥ 4𝑝12 + 4𝑝23 +  4𝑝34 + 4𝑝14 

                                                                        = 4(𝑝12 + 𝑝23 +  𝑝34 + 𝑝14) 

Jadi 

 𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3 +  𝑃𝐴4 ≥
4

3
 (𝑝12 + 𝑝23 +  𝑝34 + 𝑝14)    

Teladan 1.4.1. Perhatikan segiempat A1A2A3A4 seperti 

gambar disebelah. Maka diperoleh p12  = 4,  p23 = 10, p34 

= 2 dan p14 = 2. 

Dan juga 

            𝑃𝐴1 = √22 + 42 = 2√5 

           𝑃𝐴2 = √42 + 102 = 2√29 

           𝑃𝐴3 = √22 + 102 = 2√26 

           𝑃𝐴4 = √22 + 22 = 2√2 

Jadi 

          𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3 +  𝑃𝐴4 =  2√5 + 2√29 +

 

Gambar 8.4.2 
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                        2√26 + 2√2≈ 28.27 

dan 

         𝑝12 + 𝑝23 + 𝑝34 + 𝑝14 = 18 

Maka 

  𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3 +  𝑃𝐴4 ≈ 28,27 > 26.46 ≈ 18√2  ≈ √2(𝑝12 + 𝑝23 +  𝑝34 + 𝑝14) 

Dan juga sudah pasti 

 𝑃𝐴1 +  𝑃𝐴2 +  𝑃𝐴3 +  𝑃𝐴428,27 > 24 =
4

3
. 18 =  

4

3
 (𝑝12 + 𝑝23 +  𝑝34 + 𝑝14)  

 

 

 

 

 

 

 

Soal-latihan 11. 

16. Pada contoh 8.1.2 di atas, bahas untuk titik P = (1,1). 

17. Periksalah apakah yang berlaku tentang ketaksamaan Erdos-Mordel jika titik P 

berada pada salah satu sisi dari ABC. 

18. Periksalah apakah yang berlaku tentang ketaksamaan Erdos-Mordel jika titik P 

berada pada salah satu titik sudut dari ABC 

19. Bilakah tanda kesamaan pada teoema 8.2.2 berlaku dan buktikan dugaan anda 

20. Bilakah tanda kesamaan pada teorema 8.3.1 beralaku dan buktikan dugaan anda. 

21. Periksalah apa yang terjadi jika pada teorema 8.3.1 PA1 = PA2 = PA3.  

22. Pada gambar disebelah, A1A2A3 

adalah segitiga sama-sisi dengan 

panjang sisi 12 cm. M1 titik tengah 

dari A1A3, M2 titik tengah dari A1A2 

dan M3 titik tengah dari A2A3. 

Dengan M3M2 // A3A1 sedangkan P 

titik tengah dari M2M3. Periksalah 
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apakah ketaksamaan Erdos-Mordel 

atau berlaku pada segitiga tersebut. 

 

23. Misalkan ABC dengan panjang sisi adalah a, b dan c, P adalah titik di dalam ABC, 

Jika r,s dan t adalah jarak dari titik P ke sisi BC, AC dan AB. Tunjukkaan berlaku 

r.PA + s.PB + t.PC  2(rs + st + tr) 

24. Untuk kondisi yang sama dengan soal no 8 di atas, tunjukkan bahwa 

PA.PB.PC  8.r.s.t 

25. Jelaskan dengan bukti, bilakan tanda kesamaan berlaku pada teorema 8.4.1 

26. Perhatikan gambar disebelah, periksalah apakah 

pertaksamaan 8.2.0, teorema 8.3.1 dan teorema 8.4.1 

beralaku untuk gambar disebelah.  

 

 

27. Buktikan teoema 8.2.2 untuk kasus yang belum dibuktikan. 

28. Dengan menggunakan bantuan gambar di bawah, buktikan lema 8.1.1 yang mana 

setiap satu gambar untuk satu cara pembuktian 

 

 

29. Dengan bantuan aturan sinus,buktikan lagi lema 8.1.1 dengan bantuan gambar di 

bawah ini 
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30. Misalkan ABC dengan panjang sisi adalah a, b dan c, P adalah titik di dalam ABC, 

tunjukkan bahwa berlaku a.PA + b.PB + c.PC  4LABC. 

PA1.PA2.PA3  (p2 + p3)(p1 + p3)(p1 + p2). 

31. Dengan menggunakan aturan sinus dan gambar di bawah ini, buktikanlah 

ketaksamaan Erdos-Mordel 

 

Pentunjuk : gunakan  

          
''''''  MEAb.sin MFAc.sinAEA b.cos AFA c.cosCB   

dan 
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132

1

xEF

Asin

p

MEAsin

p

 MFAsin ''

  

32. Misalkan P sebarang titik di dalam segitiga ABC sehingga PD, PE dan PF masing-

masing tegak lurus dengan sisi BC, CA dan AB, Jika panjang sisi BC, CA dan AB 

masing-masing dinotasikan dengan a, b dan c. Buktikan bahwa :  

  
1 

ab

PA.PB

ac

PA.PC

bc

PB.PC
  

33. **). Misalkan P sebarang titik di dalam ABC sehingga PD, PE dan PF masing-

masing tegak lurus dengan sisi BC, CA dan AB, Jika panjang sisi BC, CA dan AB 

masing-masing dinotasikan dengan a, b dan c. bila x, y dan z adalah sebarang 

bilangan real yang memenuhi 

xy + yz + xz  ≥ 0 

      Tunjukkan bahwa : 

                    zxyzxy
c

PC
yx

b

PB
xz

a

PA
zy  2  

34. *). Jika titik P sebarang titik di dalam ABC dengan panjang sisi a, b dan c. Buktikan 

bahwa berlaku : 

3 
c

PC

b

PB

a

PA
  

35. *). Misalkan L menyatakan luas ABC, dan P sebarang titik di dalam ABC, 

buktikan bahwa berlaku 

                a. PA + b.PB + c.PC ≥ 4 L 

36. **). Misalkan P sebarang titik dalam ABC dan r menyatakan jari-jari lingkaran 

dalam, tunukkan bahwa berlaku : 

          PA + PB + PC ≥ 6 r. 
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Titik Gergonne dan Titik Nagel   

 

Pengembangan berbagai teorema dalam segitiga khususnya untuk titik Gergonne dan titik 

Nagel, tidak banyak dipergunakan dalam kehidupan sehari-hari. Akan tetapi ini lebih 

banyak digunakan untuk pengembangan geometri itu sendiri. Begitu juga dengan 

berbagai perbandingan luas di lahirkan dari pengkontruksian titik Gergonne dan titik 

Nagel. Teorema dengan berbagai alternatif lebih ditujukan untuk pengembangan daya 

analisis dari Mahasiswa/i.  Begitu juga dengan proses pembuktian berbagai panjang sisi 

yang dilahirkan dari pengkontruksian yang dibuat. 

 

 

 

D

E F

eG

I

'E

'D

'F
'C

'B

'A

X

Z

Y

A

B C1v

1w 2w

2v

2v
2w

3w

3w

1w

1v

3v
3v

r

t

BAB 

9 
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TITIK Gergonne dan Titik Nagel 

 

9.1 Titik Gergonne Pada Suatu Segitiga   

Titik Gergonne pada segitiga adalah titik yang terbentuk dari tiga garis yang 

dihubungkan dari ketiga sudut segitiga ke titik singgung antara lingkaran dalam dan sisi 

segitiga. Pada sebarang segitiga, dapat dibentuk titik pusat lingkaran dalam segitiga yang 

merupakan titik perpotongan bisektor dari ketiga sudut segitiga  (incenter), selanjutnya 

dapat dibentuk lingkaran dalam (incircle) yang menyinggung ketiga sisi segitiga 

sehingga akan terdapat tiga titik singgung. Apabila dibentuk  garis dari ketiga  sudut 

segitiga terhadap titik singgung dihadapannya, maka ketiga garis tersebut akan 

berpotongan pada satu titik (concurent) disebut titik Gergonne. Jadi,  titik Gergonne 

(Gergonne point) adalah titik yang berasal dari perpotongan garis dari sudut puncak 

segitiga terhadap sisi singgung lingkaran dalam. untuk lebih jelasnya perhatikan Gambar 

9.1.1. 

Pada Gambar 9.1.1, ABC  memuat lingkaran dalam yang terbentuk dari titik 

incenter dan terdapat titik singgung lingkaran terhadap sisi segitiga, sehingga dapat 

dibentuk garis ketiga sudut segitiga terhadap titik singgung di hadapannya yaitu, dari titik 

BAB 

9 
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A  terhadap titik 'A  pada sisi BC , dari titik B terhadap  titik 'B  pada sisi AC  dan 

dari C  terhadap titik 'C  pada sisi .AB   Ketiga segmen garis 'AA , 'BB , dan 'CC  

tersebut berpotongan di satu titik [4]. Adapun  teorema yang menjelaskan tentang titik 

Gergonne adalah berikut ini. 

 

Gambar 9.1.1. 

Teorema 9.1.1 (Teorema Gergonne) Di dalam segitiga, garis yang dibentuk dari titik-

titik puncak ABC  yang dihubungkan dengan titik singgung lingkaran dalam  pada sisi 

di hadapannya adalah konkuren.   

Bukti: Konkurensi titik Gergonne dalam segitiga dibuktikan dengan menggunakan 

empat cara yaitu menggunakan garis singgung lingkaran, semiperimeter segitiga, segitiga 

kongruen, dan lingkaran kosentrik.  Berikut ini dibahas berbagai cara membuktikan 

konkurensi titik Gergonne sebagai berikut: 

Cara 1.  Dengan menggunakan garis singgung pada lingkaran. 

Perhatikan Gambar 9.1.2, akan dibuktikan ',' BBAA , dan 'CC  konkuren di titik 

Gergonne. Dengan menggunakan sifat garis singgung dapat ditentukan beberapa garis 

singgung pada lingkaran dalam  ABC  yang memiliki panjang yang sama yaitu: 

                                               '' ACAB   

         

                                                (9.1.1)                 

                                              BCBA ''                                                              (9.1.2)

                                           '' CBCA                                                                  (9.1.3) 
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       Gambar 9.1.2.                   

Dengan mengalikan persamaan (9.1.1), (9.1.2), dan (9.1.3) diperoleh 

                             '''''' CBBCACCABAAB       

Kemudian dengan menggunakan Teorema 5.1.1, persamaan tersebut menjadi 

                           CA

CB

BC

BA

AB

AC

AB

CB

CA

BA

BC

AC

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'
  

                           
.1

'

'

'

'

'

'


AB

CB

CA

BA

BC

AC

                                                                   (9.1.4) 

Karena persamaan (9.1.4) memenuhi teorema Ceva, maka terbukti titik Gergonne dari 

ABC  adalah konkuren.                                                         ∎
 

 

Cara 2.  Dengan menggunakan semiperimeter pada ABC .  

Perhatikan Gambar 9.1.3, akan dibuktikan ,',' BBAA dan 'CC  konkuren di titik 

Gergonne, dengan menggunakan semiperimeter pada ABC .  

Misalkan ,aBC  ,bAC  ,cAB  dan xBA ' .                                                                                                                                                                                            

Pada ABC  terdapat garis-garis singgung pada lingkaran yaitu  

                                            xBCBA  ''                                                              (9.1.5) 

                                xaCBCA  ''                                                       (9.1.6) 
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dan                            

                                         xcABAC  ''                                                (9.1.7) 

 

 

Gambar 9.1.3 

karena keliling ABC  adalah  

                    BCACABBCACABCBCABA  ''''''                             

(9.1.8) 

maka subsitusikan persamaan (9.1.5), (9.1.6), dan (9.1.7) ke persamaan (9.1.8) sehingga 

diperoleh 

                                           bacxxcxcxaxax  )()()()(  

                                                   cbaxca  222  

      cbacax  222  

         
)(

2

1
bcax   

         
bbbcax  )(

2

1
 

                  bsx   

   sehingga  

                   bsBA '                                                    (9.1.9) 

G
e
 

as

bs

bs cs

cs

A

'B

C
B

'C

'A

as
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dengan cara yang sama memperoleh persamaan (9.1.9), maka 

               asAB '                                                      (9.1.10)    

              csCB '                                                       (9.1.11) 

Dengen menggunakan Teorema 5.1.1 dan dari persamaan (9.1.9), (9.1.10), dan (9.1.11) 

sehingga diperoleh
 

                                            as

cs

cs

bs

bs

as

AB

CB

CA

BA

BC

AC
















'

'

'

'

'

'

                  

                                            
.1

'

'

'

'

'

'


AB

CB

CA

BA

BC

AC

                                       (9.1.12) 

Karena persamaan (9.1.12) memenuhi teorema Ceva (Teorema 5.1.1), maka terbukti 

',' BBAA , dan 'CC  konkuren di titik Gergonne.                                                   ∎
 

 

Cara 3.  Menggunakan segitiga kongruen. 

 

Gambar 9.1.4. 

Akan ditunjukkan ',' BBAA  dan 'CC  konkuren di titik Gergonne.  Perhatikan 

Gambar 9.1.4, dengan I  merupakan incenter ABC , bentuk jari-jari lingkaran dari titik 

I terhadap titik singgung.  Kemudian perhatikan 'IBA  dan 'IBC , misalkan 

 '' BCA . Karena IB  bisektor sudut, maka  
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2

''


 IBCIBA  

Selanjutnya karena 'IA  merupakan jari-jari, sehingga  diperoleh 

                                                 
2

90''


 BICBIA  

maka pada 'IBA  dan 'IBC  diperoleh  

 '' IBCIBA    (sd)  (bisektor sudut) 

                               IBIB                           (s)    (garis yang sama) 

                         '' BICBIA                       (sd)  (diketahui) 

Berdasarkan korespodensi (sd-s-sd) pada Postulat 15, dinyatakan bahwa 

                                                   '' IBCIBA 
 

sehingga diperoleh 

                  BCBA ''                                                        (9.1.13) 

dengan cara yang sama pada  ,',',' IABICBICA   dan 'IAC  maka diperoleh 

                                                  '' ICBICA   

                                                  '' IACIAB   

sehingga      

               '' CBCA                                                            (9.1.14) 

                '' ACAB                                                            (9.1.15) 

dengan menggunakan teorema Ceva, persamaan (9.1.13), (9.1.14), dan (9.1.15) menjadi 

                               '

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

AC

AB

CB

CA

BC

BA

AB

CB

CA

BA

BC

AC
  

                               
1

'

'

'

'

'

'


AB

CB

CA

BA

BC

AC

                                   (9.1.16) 

karena persamaan (9.1.16) memenuhi teorema 5.1.1, maka terbukti titik Gergonne dari 

ABC  adalah konkuren.                                                         ∎ 
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Cara 4. Menggunakan lingkaran kosentrik. 

Lingkaran kosentrik adalah lingkaran yang memiliki pusat yang sama. Untuk 

menunjukkan konkurensi titik Gergonne dengan menggunakan  lingkaran kosentrik, 

dapat ditunjukkan dengan mengkontruksi lingkaran kosentrik dari lingkaran dalam 

segitiga dengan incenter sebagai titik pusat kedua lingkaran tersebut, sehingga dapat 

dibentuk segitiga yang sebangun terhadap segitiga asalnya. Kemudian dengan 

mengkontruksi lingkaran dan segitiga tersebut dapat ditentukan panjang sisi segitiga 

untuk menunjukan konkurensi titik Gergonne.  

 

Gambar 9.1.5 

Perhatikan Gambar 9.1.5, dengan menggunakan lingkaran kosentrik akan 

ditunjukkan ',' BBAA , dan 'CC  konkuren di titik Gergonne. Langkah awal 

pembuktiannya adalah bentuk lingkaran C(I) yang merupakan lingkaran dalam ABC  

yang berpusat di I.  Selanjutnya perpanjang garis dari titik incenter memotong sisi 

segitiga di titik X, Y, dan Z dan titik Gergonne memotong sisi segitiga di titik A’, B’, dan 

C’, sehingga kedua garis tersebut berpotongan di titik D’, E’, dan F.  

Selanjutnya, dengan menghubungkan ketiga titik potong tersebut terbentuklah 

sebuah lingkaran, sebut lingkaran D(I). D(I) merupakan lingkaran kosentrik dari 

lingkaran C(I). Dari lingkaran )(ID  dapat dibentuk segitiga baru yaitu dengan 
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membentuk garis dari ke tiga titik perpotongan  D’, E’, dan F’ sehingga membentuk 

DEF . Seperti pada Gambar 9.1.6 berikut. 

 

Gambar 9.1.6 

Selanjutnya perhatikan Gambar 9.1.7 berikut.        

 

Gambar 9.1.7 

Perhatikan ABC  dan DEF , misalkan panjang ,1vBX  ,2vXC  3vYA   

dan misalkan panjang .',',' 321 wDEwFDwED 
  

D

E F

eG

I

'E

'D

'F
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X

Z

Y

A
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I
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Selanjutnya akan ditunjukkan ABC ~ ,DEF  perhatikan 'IEF  dan IBZ

diperoleh 

                                      EIFIZB '       (sd) (siku-siku) 

                                     '' BIFEIF          (sd) (siku-siku) 

berdasarkan corollary  kesebangunan sd-sd  diperoleh, 

                                              '~' IBZIEF   

sehingga 

                                      .IEDIBA   

Selanjutnya pada ABC  dan DEF , berdasarkan bisektor sudut garis EI   dan BI  

maka  CBIABI FEIDEI  sehingga, 

                                    DEFABC   

dengan cara yang sama pada ABC  dan DEF diperoleh 

                                    DFEACB   (sd) 

                                   EDFBAC   (sd) 

berdasarkan corollary  kesebangunan sd.sd diperoleh DEFABC  ~ . 

          Perhatikan Gambar 9.1.8, untuk menentukan panjang 'BA  akan digunakan 

perbandingan panjang sisi 'BAA  dan 'PAD  yaitu panjang sisi 'BA  dan 'PD , maka 

dari itu terlebih dahulu akan ditunjukkan panjang 'PD  dan BP . Misalkan tXD '  maka  

trID '  sehingga perbandingan panjang jari-jarinya adalah rtr :)(  dan diperoleh 

                    BX

w

r

tr 1


 

                   BX
r

tr
w 







 
1

                                    (9.1.17) 

Subsitusikan 1vBX 
 ke persamaan (9.1.17), sehingga 

                     .11 v
r

tr
w 







 


                                                             (9.1.18)        

Akan ditunjukkan panjang EP melalui BEQ , misalkan  

                  
1' ABA                                                    (9.1.19) 
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Gambar 9.1.8. 

karena  '// PDBX , maka diperoleh  

                
1'  BPQABA                                   (9.1.20) 

Perhatikan BPQ  pada Gambar 9.5.2, dengan menggunakan perbandingan  trigonometri 

diperoleh                                                  

                   
𝐵𝑃

𝑠𝑖𝑛90°
=

𝑡

𝑠𝑖𝑛𝜃1
 

                  𝐵𝑃 =
𝑡

𝑠𝑖𝑛𝜃1
 

                 𝐵𝑃 = 𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝜃1                                            

 
karena BPwPD  1'

 maka diperoleh 

               𝑃𝐷′ = 𝑤1 − 𝑡(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝜃1)                                  (9.1.21) 

kemudian, karena panjang BPEP   maka  

               𝐸𝑃 = 𝑡(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝜃1)                                                                

untuk mempermudah proses penghitungan misalkan 
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               𝑚1 = (𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝜃1)                                 

  

 

maka persamaan (9.1.21) menjadi      

              
11' mtwPD   

                                               (9.1.22)

 

dan  

             
1mtBP   

Selanjutnya dari persamaan (9.1.19) dan (9.1.20) diperoleh       

             '' APDABA     (sd)  

Perhatikan 'PAD  dan 'BAA diperoleh                                              

            '' PADBAA     (sd) (sudut yang sama) 

Berdasarkan corollary kesebangunan sd.sd maka '~' BAAPAD  , sehingga diperoleh  

            31

131

'

'

vv

mtvv

BA

PD




  

            
)(')(' 12131 mtvvBAvvPD 

 

           131

31 ')(
'

mtvv

PDvv
BA






                                          (9.1.23)

 

Subsitusikan persamaan (9.1.22) ke persamaan (9.1.23) sehingga

                                                        

 

                                                                                                                                      

131

1131'           
mtvv

mtwvv
BA






                                                (9.1.24) 

Kemudian subsitusikan persamaan (9.1.18) ke persamaan (9.1.24) maka

                    

 

           

     

131

1131 /
'

mtvv

mtvrtrvv
BA






                (9.1.25) 

dengan cara yang sama memperoleh 'BA , maka diperoleh

            

         

     

232

2232 /
'

mtvv

mtvrtrvv
CA






 

         

     

221

2221 /
'

mtvv

mtvrtrvv
CB





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     

331

3331 /
'

mtvv

mtvrtrvv
AB






                     (9.1.26) 

            

     

332

3332 /
'

mtvv

mtvrtrvv
AC






 

            

     

121

1121 /
'

mtvv

mtvrtrvv
BC






 

Perhatikan segitiga yang sebangun berikut 

 

Gambar 9.1.9 

Pada Gambar 9.1.9, ABC dan DEF adalah segitiga yang sebangun.  Kemudian 

untuk mempermudah proses perhitungan dibentuk segitiga lainnya yaitu dengan 

memperpanjang garis AC  hingga memotong sisi EF  di titik R  dan bentuk pula garis 

dari titik C  terhadap sisi EF  memotong di titik H  sehingga terbentuk CHR . Akan 

ditunjukkan CHRABC  ~ .  Perhatikan ABC  dan ,CHR  karena CHAB //  dan 

EFBC //  diperoleh 

                  HCRBAC       (sd)  

                  HRCBCA       (sd)  

berdasarkan  corollary kesebangunan sd.sd maka CHRABC  ~ .  

Kemudian perhatikan ABC , karena CHRABC  ~  apabila dimisalkan

,, 21 lABlAC   dan 3lBC   maka diperoleh 
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                 2

1

1

2

tm

l

tm

l


                                                     (9.1.27)
 

persamaan (9.1.27) dapat dinyatakan menjadi  

               
.2211 kmtlmtl   

Pada Gambar 9.1.9 diketahui bahwa 

                

213

312

321

vvl

vvl

vvl







 

subsitusikan 
1l  ke persamaan (9.1.25), diperoleh  

               

   

1

1

12

112 /
'

l

l

tml

tmvrtrl
BA 




  

                  

              

   

1121

11112 /
'

tmlll

tmlvrtrll
BA






 

              
   

1121

11112 /
'

tmlll

tmlvrtrll
BA




          

              
   

kll

kvrtrll
BA






21

112 /
'                                                        (9.1.28) 

dengan cara yang sama memperoleh panjang sisi 'BA , maka diperoleh                    

              
   

kll

kvrtrll
CA






21

221 /
'                                                        (9.1.29) 

              
   

kll

kvrtrll
CB






32

223 /
'                                                         (9.1.30) 

              

   
kll

kvrtrll
AB






32

332 /
'                                                        (9.1.31) 

              
   

kll

kvrtrll
AC






31

331 /
'                                                          (9.1.32) 
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   
kll

kvrtrll
BC






31

113 /
'                                                         (9.1.33) 

dengan menggunakan Ceva, maka persamaan (9.1.28), (9.1.29), (9.1.30), (9.1.31), 

(9.1.32) dan (9.1.33) menjadi     

 

                     


CA

BA

'

'

   

   
kll

kvrtrll

kll

kvrtrll









21

221

21

112

/

/

   
   kvrtrll

kvrtrll






221

112

/

/

                 (9.1.34) 

                     


AB

CB

'

'

   

   
kll

kvrtrll

kll

kvrtrll









32

332

32

223

/

/

   
   kvrtrll

kvrtrll






332

223

/

/

                (9.1.35)

 

                     
BC

AC

'

'

   

   
kll

kvrtrll

kll

kvrtrll









31

113

31

331

/

/

   
   kvrtrll

kvrtrll






113

331

/

/

                  (9.1.36) 

dengan menggunakan Ceva, maka persamaan (9.1.34), (9.1.35), dan (9.1.36) menjadi 

                     
.1

'

'

'

'

'

'


BC

AC

AB

CB

CA

BA
                                                  (9.1.37) 

Karena persamaan (9.1.37) memenuhi teorema Ceva, maka terbukti titik Gergonne dari 

ABC  adalah konkuren.                                                         ∎ 

             Pada bagian ini dijelaskan tentang konkurensi titik Gergonne yang berada di luar 

segitiga.  Pada sebarang segitiga yang memuat titik excenter, dapat dibentuk suatu 

lingkaran singgung luar segitiga, sehingga terdapat tiga titik singgung lingkaran terhadap 

segitiga, apabila dibentuk garis dari sudut segitiga terhadap titik singgung akan 

berpotongan di satu titik konkurensi yaitu titik Gergonne pada luar segitiga.  

 Berikut ini  pada sebarang ABC , jika pada sisi BC  dibentuk excircle dengan 

pusat AE  maka terdapat tiga titik singgung yaitu titik 
1A  pada sisi BC , "B  pada 
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perpanjangan sisi AC  dan "C pada perpanjangan sisi AB .  Sehingga apabila dibentuk 

garis dari A  terhadap titik 
1A , B  terhadap titik "B dan C  terhadap titik "C  

maka ketiga garis tersebut berpotongan di satu titik  
1Ge .  Seperti Gambar  berikut. 

Perhatikan Gambar 9.1.10, ABC   dengan AE  adalah titik pusat lingkaran 

singgung luar segitiga pada sisi BC , akan ditunjukkan "CC , "BB , dan 
1AA  

berpotongan pada satu titik (konkuren) di titik 
1Ge , dengan menggunakan teorema Ceva 

pada kasus dua [1].  Misalkan aBC  , ,bAC   dan cAB  , dengan menunjukkan 

bahwa 1" CACB  , 

 

Gambar 9.1.10.  

Misalkan  

      nCB "                             (9.1.38) 

Karena  aBC   , maka diperoleh 

      11 CABCBA   

      
naBA 1         (9.1.39) 

Kemudian dengan menggunakan 

teorema garis singgung lingkaran pada 

sisi BC  diketahui bahwa  

    ACAB ""       

    "" BCABCBAC        (9.1.40) 

dengan menggunakan persamaan 

(9.1.38) dan (9.1.39), maka persamaan 

(9.1.40) menjadi  

 

                 nacnb   

                 acnb  2  

                bacn 2  
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)(

2

1
bacn   

karena  

              "" ABACAB   

maka                  

              
)(

2

1
" bacbAB   

             
 

cabbAB
2

1

2

1

2

1
"   

             
),(

2

1
" cbaAB 

                                           (9.1.41)
 

Selanjutnya maka persamaan (9.1.41) menjadi 

             sAB "                                                   (9.1.42) 

dengan menggunakan cara yang sama memperoleh persamaan (9.1.49), juga diperoleh                                                                                                           

             sCBCABCBAAC  '"''"  

sehingga diperoleh 

             csBABC  1"                                                (9.1.43) 

             bsCACB  1"                                                (9.1.44)                                 

dengan menggunakan teorema Ceva kasus dua, maka persamaan (9.1.42), (9.1.43), dan 

(9.1.44) menjadi       

             CA

CB

BC

BA

AB

AC

AB

CB

CA

BA

BC

AC

1

1

1

1 "

""

"

"

"

"

"
      

              bs

bs

cs

cs

s

s

AB

CB

CA

BA

BC

AC











"

"

"

"

1

1  

              

1
"

"

"

"

1

1 
AB

CB

CA

BA

BC

AC
                   (9.1.45) 

Karena persamaan (9.1.45) memenuhi teorema Ceva kasus dua, yaitu persamaan (2.13), 

maka terbukti titik 1Ge
 dari ABC  adalah konkuren.                                ∎                                                              
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Dengan menggunakan cara yang sama, maka juga akan berlaku terhadap 

pembuktian konkurensi dari 2Ge  dan 3Ge  untuk sisi segitiga yang lainnya. Sehingga 

pada segitiga sebarang terdapat empat titik Gergonne. Satu titik Gergonne yang berada di 

dalam segitiga dan tiga titik Gergonne lainnya berada di luar segitiga.  Perhatikan 

Gambar 9.1.11. 

 

Gambar 9.1.11. 

Pada Gambar 9.1.11,  ABC  memuat lingkaran dalam segitiga dengan titik 

pusatnya adalah I  dan tiga lingkaran singgung luar segitiga dengan masing-masing titik 

pusatnya adalah BA EE , , dan CE .  Titik Ge  merupakan titik Gergonne dalam ABC  , 
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titik 1Ge  merupakan titik Gergonne luar segitiga pada lingkaran yang menyinggung sisi 

BC  di titik 1A , titik 2Ge  merupakan titik Gergonne luar segitiga pada lingkaran yang 

menyinggung sisi AC  di titik 1B  dan titik 3Ge  merupakan titik Gergonne luar segitiga 

pada lingkaran yang sisi AC  di titik 
1C .  

 

 

9.2. Titik Nagel dan Segitiga Nagel 

Titik Nagel adalah titik konkurensi yang dihasilkan dari menghubungkan ketiga sudut 

segitiga terhadap masing-masing sisi di hadapannya yang menyinggung lingkaran 

singgung luar segitiga. 

Pada sebarang ∆ABC memuat tiga 

lingkaran singgung luar masing-

masing menyinggung sisi BC di titik 

NA, sisi AC di titik NB dan sisi AB di 

titik NC.  Jika dihubungkan ketiga titik 

sudut segitiga terhadap titik singgung 

NA, NB dan NC, maka ketiga garis 

ANA, BNB dan CNC akan berpotongan 

di satu titik yaitu titik Nagel (Nagel 

point). Perhatikan Gambar 9.2.1. 

 

 

                     Gambar 9.2.1. 
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Teorema 9.2.1 (Teorema Nagel) Jika ketiga titik sudut segitiga dihubungkan dengan 

titik singgung lingkaran singgung luar di hadapannya, maka ketiga garis tersebut 

konkuren di titik Nagel. 

Bukti : Pada gambar 9.2.1, misalkan titik  NA ,NB, dan NC merupakan titik-titik singgung 

lingkaran singgung luar yang menyinggung BC,  CA dan AB pada ∆ABC. dari hubungan 

AD = DB + BA   

    s = DB + c  atau DB = s − c 

dan 

AF = FC + CA 

 s = FC + b 

  FC = s − b. 

Sehingga diperoleh 

DB = BNA = s − c,                                                                     (9.2.1) 

FC = NAC = s − b.                                                                     (9.2.2) 

Dengan cara yang sama untuk garis singgung CL dan AK, diperoleh 

CL = CNB = s − a,                                                                     (9.2.3) 

AK = NBA = s − c,                                                                     (9.2.4) 

dan untuk garis singgung AH dan BG, juga diperoleh 

AH = ANC = s − b,                                                                     (9.2.5) 

BG = NCB = s − a,                                                                     (9.2.6) 

Dari persamaan (9.2.1), (9.2.2), (9.2.3), (9.2.4), (9.2.5), dan (9.2.6), maka diperoleh 

perbandingan sisinya 

   
ANC

NCB
  =  

(s − b)

(s − a)
                                                                                    (9.2.7) 

 
BNA

NAC
 = 

(s − c)

(s − b)
                                                      (9.2.8) 

 
CNB

NBA
 = 

(s − a)

(s − c)
                                                      (9.2.9) 

Dengan mengalikan persamaan (9.2.7), (9.2.8), dan (9.2.9), maka diperoleh 
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ANC

NCB
∙

BNA

NAC
∙

CNB

NBA
 = 

(s−b) 

(s−a)
∙

(s−c)

(s−b)
∙

(s−a)

(s−c)
 = 1. 

Maka ketiga garis ANA,  BNB, dan CNC konkuren di titik Nagel (N).                                                                                                      

Jika dibentuk sebuah segitiga dalam dengan menghubungkan titikNA,  NB, dan 

 NC yang menyinggung lingkaran singgung luar pada sisi-sisi ∆ABC yaitu ΔNANBNC atau 

disebut dengan segitiga Nagel.  Persoalan berikutnya adalah menentukan luas segitiga 

Nagel. Untuk lebih jelasnya Perhatikan Gambar 9.2.2 dan gambar 9.2.3 

 

 

Gambar 9.2.2 
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Gambar 9.2.3.  

Luas segitiga Nagel sering  dihitung menggunakan koordinat barisentrik. Dalam 

tulisan ini, penulis menentukan luas segitiga Nagel berdasarkan hubungan segitiga asal 

ΔABC yang memuat segitiga Nagel dengan mengurangi LΔABC dengan 

LΔANCNB ,LΔNCBNA, dan LΔNACNB. Dari persamaan (9.2.1), (9.2.2), (9.2.3), (9.2.4), 

(9.2.5), dan (9.2.6) masing-masing diperoleh perbandingan sisinya  

BNA

BC
,
NAC

BC
,
CNB

AC
,
NBA

AC
,
ANC

AB
, dan 

NCB

AB
. 

misalkan 

x = 
BNA
BC

,                                                       (9.2.10) 

x' = 
NAC

BC
,                                            (9.2.11) 

 y = 
CNB
AC

,                                            (9.2.12) 
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   y' = 
NBA

AC
,                                              (9.2.13) 

    z = 
ANC
AB

,                                                      (9.2.14) 

   z' = 
NCB

AB
,                                           (9.2.15) 

dengan menjumlahkan persamaan (9.2.10) dan (9.2.11), diperoleh 

  x + x' = 
BNA

BC
 + 

NAC

BC
                                                                    (9.2.16) 

kemudian substitusi persamaan (9.2.1) dan (9.2.2) ke persamaan (9.2.16), sehingga 

diperoleh 

                        x + x' = 
s−c

a
 + 

s−b

a
    = 

2s−c−b

a
 

                                   = 
(a + b + c)−c−b

a
 

                     x + x' = 1.                                                                              (9.2.17) 

Dengan cara yang sama untuk persamaan (9.2.12) dan (9.2.13), kemudian (9.2.14) dan 

(9.2.15) juga diperoleh  

          y + y' = 1,                                                                                   (9.2.18) 

dan 

          z + z' = 1.                                                                                                   (9.2.19) 

Dari ΔABC berlaku luasnya 

                   LΔABC = 
1

2
∙ AB ∙ AC sin ∠A 

sin ∠A = 
2 LΔABC 

AB ∙ AC
.                                                                                  (9.2.20) 

Pada ΔANCNB juga berlaku      

 LΔANCNB = 
1

2
 ∙ NAC ∙ NBA sin ∠A.                                                      (9.2.21) 

Substitusi persamaan (9.2.20) ke persamaan (9.2.21), menjadi 

 LΔANCNB = 
NAC

AB
 ∙ 

NBA

AC
 ∙ LΔABC,                                                       (9.2.22) 

berdasarkan  persamaan (9.2.13) dan (9.2.14), persamaan (9.2.22) menjadi 

  LΔANCNB = z ∙ y' (LΔABC).                                        (9.2.23) 



Geometri Lanjut                                                                                                                            330  
 

Dengan cara yang sama terhadap sin ∠B dan sin ∠C, diperoleh 

LΔNCBNA = 
NCB

AB
 ∙ 

BNA

BC
 ∙ LΔABC 

LΔNCBNA = z' ∙ x  (LΔABC)                                         (9.2.24) 

dan 

LΔNBNAC = 
CNB

AC
 ∙ 

NAC

BC
 ∙ LΔABC 

                LΔNBNAC = y ∙ x'  (LΔABC).                                         (9.2.25) 

Dari Gambar 9.5.3, L∆NANBNC  dapat dinyatakan 

    L∆NANBNC = LΔABC − (LΔAN
C

NB +  LΔNCBNA +  LΔNBNAC).                  (9.2.26) 

Dengan mensubstitusikan  persamaan (9.2.23), (9.2.24), (9.2.25)  ke persamaan  (9.2.26) 

sehingga diperoleh 

       L∆NANBNC = LΔABC − (z ∙ y' (LΔABC)  +z' ∙ x (LΔABC) + y ∙ x' (LΔABC) 

       L∆NANBNC = LΔABC [1 − (z ∙ y') − (z' ∙ x) − (y ∙ x')] 

       
L∆NANBNC

LΔABC
 = 1 − (z ∙ y') − (z' ∙ x) − (y ∙ x') 

 = 1 − (
z

 z + z' 
∙

y'

y + y'
 + 

z'

z + z' 
∙

x

x + x'
 + 

y

y + y'
∙

x'

x + x'
) 

 = 1 − (
z y'

(z + z' )(y + y')
 + 

z' x

(z + z')(x + x')
 +  

y x'

(y + y')(x + x')
) 

      
L∆NANBNC

LΔABC
 = 

(x + x')(y + y')(z + z' )

(x + x')(y + y')(z + z' )
 

−
z y' x + z y' x' + z' x y + z' x y' + y x' z + y x' z'

(x + x')(y + y')(z + z' )
 

 
L∆NANBNC

LΔABC
 = 

x y z + x y z' + x y' z + xy' z' + x' y z + x' y z' + x' y' z + x' y' z'

(x + x')(y + y')(z + z' )
 

−
z y' x + z y' x' + z' x y + z' x y' + y x' z + y x' z'

(x + x')(y + y')(z + z' )
 

  
L∆NANBNC

LΔABC
 = 

x y z + x' y' z'

(x + x')(y + y')(z + z' )
                                                           (9.2.27) 
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Substitusi persamaan (9.2.17), (9.2.18), dan (9.2.19) kepersamaan (9.2.27), diperoleh  

L∆NANBNC

LΔABC
 = 

x y z + x' y' z'

1 ∙ 1 ∙ 1
  

atau 

L∆NANBNC

LΔABC
 = x y z + x' y' z',                                                              (9.2.28) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (9.2.10), (9.2.11), (9.2.12), (9.2.13),(9.2.14), dan 

(9.2.15),  ke persamaan (9.2.28) sehingga diperoleh 

 
L∆NANBNC

LΔABC
 = (

BNA

BC
∙
CNB

AC
∙
ANC

AB
)  + (

NAC

BC
∙
NBA

AC
∙
NCB

AB
) .                   (9.2.29) 

Kemudian, substitusi persamaan (9.2.1), (9.2.2), (9.2.3), (9.2.4), (9.2.5), dan (9.2.6), 

diperoleh 

 
L∆NANBNC

LΔABC
 = (

s − c

a
∙
s − a

b
∙
s − b

c
)  + (

s − b

a
∙
s − c

b
∙
s − a

c
) 

= (
2(s − a)(s − b)(s − c)

abc
) 

  
L∆NANBNC

LΔABC
 = 

1

abc
 [2 (s − a)(s − b)(s − c)] 

   L∆NANBNC = 
2 (s − a) (s − b) (s − c)

abc
 LΔABC                              (9.2.30) 

Dari persamaan (9.2.30) dapat dilihat luas segitiga Nagel dengan segitiga asal ΔABC 

berbanding lurus, artinya semakin besar luas segitiga asal maka semakin besar luas 

segitiga Nagel.  Dan luas segitiga Nagel dapat ditentukan berdasarkan luas segitiga asal 

yang memuat segitiga Nagel. 

Selanjutnya, akan dibuktikan titik centroid, incenter dan Nagel segaris 

menggunakan teorema Menelaus.  Perhatikan Gambar 9.2.4. Pada ΔABC, jika BB' 

merupakan cevian dari titik centroid (G), BE merupakan cevian dari titik incenter (I), dan 

BNB merupakan cevian dari titik Nagel (N). 

Perhatikan Gambar 9.2.5. 



Geometri Lanjut                                                                                                                            332  
 

 

Gambar 9.2.4 

 

Gambar 9.2.5. 

 

Dari gambar 9.2.5, ΔABC  memuat titik centroid, incenter, dan Nagel.  Untuk 

membuktikan ketiga titik tersebut segaris, maka  

1. Perhatikan ΔBB'C pada ΔABC. 

 

Gambar 9.2.6. 

Tarik garis dari sisi BC di titik 

X, sehingga berpotongan dengan 

perpanjangan sisi CA dititik Y1, maka 

X terletak pada sisi BC, G pada sisi 

BB', dan Y1 pada sisi CA.  Akan 

ditunjukkan titik X, G, dan Y1 adalah 

segaris. 

 

Misalkan titik R pada BC dan RB' // XY1, maka pada ΔBXG dan ΔBRB', diperoleh 
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∠XBG = ∠CBB'                       (sudut yang sama) 

∠BXG = ∠BRB'                       (RB' // XY1), 

sehingga ΔBXG ∼ ΔBRB',  mengakibatkan 

  
BG

BB'
 = 

BX

BR
.                                                                                     (9.2.31) 

Karena  

BB' = BG + GB'                                                                  (9.2.32) 

GB' = BB' − BG                                                                  (9.2.33) 

 

dan  

BR = BX + XR                                                                  (9.2.34) 

XR = BR − BX,                                                                 (9.2.35) 

maka berdasarkan persamaan (9.2.32), (9.2.33), (9.2.34), dan (9.2.35), persamaan 

(9.2.31) menjadi, 

BG

BB' − BG
 = 

BX

BR − BX
 

atau 

BG

GB'
 = 

BX

XR
                                                      (9.2.36) 

Dengan cara yang sama ΔB'CR ∼ ΔY1CX,  juga diperoleh 

 
B'Y1

Y1C
 = 

XR

XC
.                                                                         (9.2.37) 

Dengan mengalikan persamaan (9.2.36) dan (9.2.37), diperoleh 

BG

GB'
∙
B'Y1

Y1C
 = 

BX

XR
∙
XR

XC
.                                                                         (9.2.38) 

Pada persamaan (9.2.38) dengan mengalikan 
XC

BX
 diruas kiri dan kanan, sehingga 

diperoleh 

BG

GB'
∙
B'Y1

Y1C
∙
XC

BX
 = 

BX

XR
∙
XR

XC
∙
XC

BX
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BG

GB'
∙
B'Y1

Y1C
∙
XC

BX
 = -1.                                                                            (9.2.39) 

Berdasarkan teorema 3.2.1, maka ketiga titik X, G, dan Y1 segaris. 

 

2. Perhatikan ΔBEC pada ΔABC. 

Tarik garis dari sisi BC di titik X, sehingga 

berpotongan dengan perpanjangan sisi CA 

di titik Y2, maka X terletak pada sisi BC, I 

pada sisi BE,dan Y2  pada sisi CA.  Akan 

ditunjukkan titik X,  I, dan Y2 adalah 

segaris. Misalkan titik S pada BC dan 

SE // XY2, maka pada ΔBXI dan ΔBSE, 

diperoleh 

 

 

Gambar 9.2.7 

 

 

                    ∠XBI = ∠SBE  dan    ∠BXI = ∠BSE                    

sehingga ΔBXI ∼ ΔBSE, mengakibatkan 

BI

BE
 = 

BX

BS
.                                                                                                  (9.2.40) 

Karena  

 BE = BI + IE                                                                        (9.2.41) 

  IE = BE − BI                                                                      (9.2.42) 

dan  

  BS = BX + XS                                                                      (9.2.43) 

XS = BS − BX,                                                                    (9.2.44) 

maka, berdasarkan persamaan (9.2.41), (9.2.42), (9.2.43), dan (9.2.44), persamaan 

(9.2.40) menjadi 

BI

BE − BI
 = 

BX

BS − BX
 

atau 
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BI

IE
 = 

BX

XS
.                                                                           (9.2.45) 

Dengan cara yang sama ΔECS ∼ ΔY2CX,  juga diperoleh 

EY2

Y2C
 = 

XS

XC
.                                                                            (9.2.46) 

Dengan mengalikan persamaan (9.2.45) dan (9.2.46) diperoleh 

BI

IE
∙

EY2

Y2C
 = 

BX

XS
∙

XS

XC
.                                                                (9.2.47) 

Pada persamaan (9.2.47) dengan mengalikan 
XC

BX
 diruas kiri dan kanan, sehingga 

diperoleh 

 
BI

IE
∙
EY2

Y2C
∙
XC

BX
 = 

BX

XS
∙

XS

XC
∙
XC

BX
 

  
BI

IE
∙

EY2

Y2C
∙

CX

XB
 = -1.                                                                    (9.2.48) 

Berdasarkan teorema 3.2.1, maka ketiga titik X, I, dan Y2 segaris. 

3. Perhatikan ΔBNBC pada ΔABC. 

Tarik garis dari sisi BC di titik X, sehingga 

berpotongan dengan perpanjangan sisi CA 

di titik Y3, maka X terletak pada sisi BC, N 

pada sisi BNB, dan Y3 pada sisi CA.  Akan 

ditunjukkan titik X, I, dan Y3 adalah 

segaris. 

 
 

Gambar 9.2.8.  

Misalkan titik P pada BC dan PNB // XY3, maka pada ΔBXN dan ΔBPNB,  diperoleh 

                      ∠XBN = ∠PBNB                       (sudut yang sama) 

                     ∠BXN = ∠BPNB                       (PNB // XY3), 

sehingga ΔBXN ∼ ΔBPNB, mengakibatkan 
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BN

BNB

 = 
BX

BP
.                                                                                                 (9.2.49) 

Karena  

 BNB = BN + NNB                                                                 (9.2.50) 

 NNB = BNB − BN                                                                  (9.2.51) 

dan  

 BP = BX + XP                                                                     (9.2.52) 

 XP = BP − BX.                                                                    (9.2.53) 

maka berdasarkan persamaan (9.2.50), (9.2.51), (9.2.52), dan (9.2.53), persamaan 

(9.2.49) menjadi 

BN

BNB − BN
 = 

BX

BP − BX
 

atau 

BN

NNB
 = 

BX

XP
.                                                                            (9.2.54) 

Dengan cara yang sama ΔNBCP ~ ΔYCX,  juga diperoleh 

 
NBY3

Y3C
 = 

XP

XC
.                                                                             (9.2.55) 

Dengan mengalikan persamaan (9.2.54) dan (9.2.55) diperoleh 

BN

NNB
∙

NBY3

Y3C
 = 

BX

XP
∙

XP

XC
.                                                                (9.2.56) 

Pada persamaan (9.2.56) dengan mengalikan 
XC

BX
 diruas kiri dan kanan, sehingga 

diperoleh 

 
BN

NNB

∙
NBY3

Y3C
∙
XC

BX
 = 

BX

XP
∙
XP

XC
∙
XC

BX
 

 
BN

NNB
∙

NBY3

Y3C
∙

XC

BX
 = -1.                                                                  (9.2.57) 

Maka ketiga titik X, N, dan Y3 segaris. 
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Dari persamaan (9.2.39), (9.2.48), dan (9.2.57), diperoleh titik X, G, Y1 segaris, 

X, I, Y2 segaris, dan X, N, Y3 segaris.  Untuk membuktikan titik G, I, dan N juga segaris, 

maka akan ditunjukkan XY1 = XY2 = XY3. 

Dari persamaan (9.2.39) dan (9.2.48), diperoleh perbandingan sisinya 

BG

GB'
∙
B'Y1

Y1C
∙
XC

BX
 = 

BI

IE
∙
EY2

Y2C
∙
XC

BX
.                                                        (9.2.58) 

Karena 

  B'Y1 = Y1C − CB' 

B'Y1 = (CA + AY1)                                                                                  (9.2.59) 

 CA = (B'Y1 − AY1) + CB'                                                                     (9.2.60) 

dan           

  Y1C = CA + AY1                                                                                     (9.2.61) 

 CA = Y1C − AY1.                                                                                     (9.2.62) 

Kemudian, 

 EY2 = Y2C − CE 

EY2 = (CA + AY2) − CE                                                                       (9.2.63) 

 CA = (EY2 − AY2) + CE                                                                      (9.2.64) 

dan 

Y2C = CA + AY2                                                                                     (9.2.65) 

  CA = Y2C − AY2,                                                                                 (9.2.66) 

maka berdasarkan persamaan (9.2.59), (9.2.60), (9.2.61), (9.2.62), (9.2.63), (9.2.64), 

(9.2.65), dan (9.2.66),  persamaan (9.2.57) menjadi 

BG

GB'
∙
(B'Y1 − AY1) + CB'

Y1C − AY1

∙
XC

BX
 = 

BI

IE
∙
(EY2 − AY2) + CE

Y2C − AY2

∙
XC

BX
 

atau 

BG

GB'
∙
CA

CA
∙
XC

BX
 = 

BI

IE
∙
CA

CA
∙
XC

BX
.                                          (9.2.67) 

Dari persamaan (9.2.67), karena B' dan E berada pada garis yang sama, maka haruslah G 

dan I  juga berada pada garis yang sama, artinya XY1 = XY2. 
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Dengan cara yang sama untuk persamaan (9.2.48) dan (9.2.57), perbandingan sisi 

dari kedua persamaan tersebut menjadi 

BI

IE
∙
(EY2 − AY2) + CE

Y2C − AY2

∙
XC

BX
 = 

BN

NNB

∙
(NBY3 − AY3) + CNB

Y3C − AY3

∙
XC

BX
 

atau 

 
BI

IE
∙
CA

CA
∙
XC

BX
 = 

BN

NNB

∙
CA

CA
∙
XC

BX
.                                                                        (9.2.68) 

Dari persamaan (9.2.68), karena E dan NB berada pada garis yang sama, maka 

haruslah I dan N juga berada pada garis yang sama, artinya XY2 = XY3.  Berdasarkan 

persamaan (9.2.67) dan (9.2.68), karena G dan I  berada pada garis XY1 = XY2,  I dan N 

berada pada garis XY2 = XY3, dengan kata lain G, I, dan N adalah segaris.  Hubungan 

yang diperoleh dari pembuktian ini adalah titik-titik konkurensi pada segitiga asal seperti 

titik centroid dan incenter segaris dengan titik konkuren sipada segitiga Nagel yaitu titik 

Nagel atau ketiga titik tersebut merupakan segmen Nagel. 

 

 

 

 

 

 

Latihan 12. 

1. Buatlah semua titik Gergonne luar dari suatu segitiga ABC, kemudian buktikan 

konkurensinya 

2. Perhatikan gambar 9.1.6 dan gambar 9.1.7, tentukanlah perbandingan luas lingkaran 

kecil dan lingkaran besarnya. 

3. Perhatikan gambar 9.1.11 tunjukkan bahwa titik-titik berikut adalah segaris 

a. EB, A dan EC 

b. EC, B dan EA 

c. EA, C dan EC. 
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4. Juga pada gambar 9.1.11 hitunglah luas segitiga EAEBEC. 

5. Juga pada gambar 9.1.11 hitunglah luas segitiga AA’A”, BB’B” dan CC’C” 

6. Berikan bukti alternatif lain dari teorema 9.1.1 

7. Berikan bukti alternatif lain untuk luas segitiga Nagel. 

8. Perhatikan gambar berikut : 

 

Gambar di atas merupakan salah satu cara membentuk lingkaran singgung luar untuk 

segi empat 

a. Bisakah anda jelaskan cara mengkontruksi lingkarang singgung luarnya 

b. Berapakah panjang Jari-jarinya 

c. Tunjukkan garis bagi luar dari B, garis bagi luar C dan garis bari A, 

berpotongan di satu titik. 

9.  *) Buktikan teorema semiGergonne dengan cara yang sesederhana mungkin. 
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10. Perhatikan gambar disebelah. 

Bagaimanakah cara 

mengkontruksi ∆𝐴′𝐵′𝐶′ dan 

∆𝐴"𝐵"𝐶" 

 

 

 

 

 

9.3. Luas Segitiga Gergonne 

Beberapa penulis telah membahas luas dari segitiga singgung dalam dengan 

menggunakan koordinat barisentrik. Dalam subbab ini, luas segitiga Gergonne ditentukan 

berdasarkan panjang sisi-sisinya dengan menggunakan aturan kosinus. 

 

 

 

 

 

 

                                      Gambar 9.3.1. 

𝐼 

𝐴 

𝐵 𝐶 𝑇𝐴 

𝑇𝐵 

𝑇𝐶 

* o 

x x 

* o 

𝐺𝑒 



Geometri Lanjut                                                                                                                            341  
 

Misalkan panjang sisi-sisi ∆𝐴𝐵𝐶 adalah 𝐵𝐶 = 𝑎, 𝐴𝐶 = 𝑏, dan 𝐴𝐵 = 𝑐, serta 

semi-perimeter segitiga, yaitu 𝑠 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐). Perhatikan ∆𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶, ∆𝐵𝑇𝐴𝑇𝐶 , dan 

∆𝐶𝑇𝐴𝑇𝐵 pada Gambar 9.3.1, jelas berlaku bahwa 𝐴𝑇𝐶 = 𝐴𝑇𝐵, 𝐵𝑇𝐴 = 𝐵𝑇𝐶 , dan 𝐶𝑇𝐵 =

𝐶𝑇𝐴, sehingga ketiga segitiga tersebut adalah segitiga sama kaki. Sebelum menentukan 

panjang sisi segitiga Gergonne, terlebih dahulu ditunjukkan bahwa 

                                𝐴𝑇𝐶 = 𝐴𝑇𝐵 = 𝑠 − 𝑎 

ditunjukkan juga bahwa 

𝐵𝑇𝐴 = 𝐵𝑇𝐶 = 𝑠 − 𝑏 

𝐶𝑇𝐵 = 𝐶𝑇𝐴 = 𝑠 − 𝑐. 

Misalkan 𝐴𝑇𝐶 = 𝑘, maka 

𝐵𝑇𝐶 = 𝑐 − 𝑘 = 𝐵𝑇𝐴                                                                    (9.3.1) 

𝐶𝑇𝐵 = 𝑏 − 𝑘 = 𝐶𝑇𝐴,                                                                   (9.3.2) 

sehingga penjumlahan sisi-sisi ∆𝐴𝐵𝐶 dapat dinyatakan dengan menjumlahkan persamaan 

𝐴𝑇𝐶 = 𝐴𝑇𝐵 = 𝑘, (9.3.1), dan (9.3.2), yaitu 

 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐴 = 𝐴𝑇𝐶 + 𝐵𝑇𝐶 + 𝐵𝑇𝐴 + 𝐶𝑇𝐵 + 𝐶𝑇𝐴 + 𝐴𝑇𝐵 

 𝑐 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑘 + (𝑐 − 𝑘) + (𝑐 − 𝑘) + (𝑏 − 𝑘) + (𝑏 − 𝑘) + 𝑘 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2𝑐 + 2𝑏 − 2𝑘 

2𝑘 = 2𝑏 + 2𝑐 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 

2𝑘 = 𝑏 + 𝑐 − 𝑎  

 𝑘 =
1

2
(𝑏 + 𝑐 − 𝑎) 

 𝑘 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) − 𝑎.                                                        (9.3.3) 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑠 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) ke persamaan (9.3.3) diperoleh 

 𝑘 = 𝑠 − 𝑎, sehingga terpenuhi bahwa 𝐴𝑇𝐶 = 𝐴𝑇𝐵 = 𝑠 − 𝑎. 

Dengan cara yang sama seperti menunjukkan 𝐴𝑇𝐶 = 𝐴𝑇𝐵 = 𝑠 − 𝑎, maka diperoleh 

𝐵𝑇𝐴 = 𝐵𝑇𝐶 = 𝑠 − 𝑏 

𝐶𝑇𝐵 = 𝐶𝑇𝐴 = 𝑠 − 𝑐. 
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Selanjutnya, panjang sisi-sisi dari segitiga Gergonne ditentukan berdasarkan 

aturan kosinus. Perhatikan ∆𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 pada Gambar 9.3.1, maka panjang 𝑇𝐵𝑇𝐶 adalah 

𝑇𝐵𝑇𝐶
2 = 𝐴𝑇𝐵

2 + 𝐴𝑇𝐶
2 − 2 𝐴𝑇𝐵 𝐴𝑇𝐶  cos 𝐴.                               (9.3.4) 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝐴𝑇𝐶 = 𝐴𝑇𝐵 = 𝑠 − 𝑎 ke persamaan (9.3.4) maka 

persamaan (9.3.4) menjadi 

 𝑇𝐵𝑇𝐶
2 = (𝑠 − 𝑎)2 + (𝑠 − 𝑎)2 − 2(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑎) cos 𝐴 

= 2(𝑠 − 𝑎)2 − 2(𝑠 − 𝑎)2 cos 𝐴 

= 2(𝑠 − 𝑎)2(1 − cos 𝐴) 

𝑇𝐵𝑇𝐶 = √2(𝑠 − 𝑎)2 (
1 − cos 𝐴

2
) 2 

= √4(𝑠 − 𝑎)2 √(
1 − cos 𝐴

2
) 

𝑇𝐵𝑇𝐶 = 2(𝑠 − 𝑎)√(
1 − cos 𝐴

2
) .                                                     (9.3.5) 

Nilai (
1 − cos 𝐴

2
)  dari persamaan (3.8) dapat dijabarkan sebagai berikut 

(
1 − cos 𝐴

2
) =

1

2
(1 − cos 𝐴) 

=
1

2
(1 −

(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)

2𝑏𝑐
) 

=
1

2
(

2𝑏𝑐−𝑏2 − 𝑐2 + 𝑎2

2𝑏𝑐
) 

(
1 − cos 𝐴

2
) =

1

2
(

𝑎2 − (𝑏2 − 2𝑏𝑐 + 𝑐2)

2𝑏𝑐
),                                            (9.3.6) 

karena 𝑏2 − 2𝑏𝑐 + 𝑐2 = (𝑏 − 𝑐)2, sehingga persamaan (9.3.6) menjadi 

(
1 − cos 𝐴

2
) =

1

2
(

𝑎2 − (𝑏 − 𝑐)2

2𝑏𝑐
) 

(
1 − cos 𝐴

2
) =

(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑎 − 𝑏 + 𝑐)

4𝑏𝑐
.                 (9.3.7) 
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Semi-perimeter segitiga dinyatakan dengan 𝑠 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐), maka 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2𝑠,                                                              (9.3.8) 

kurangkan kedua ruas dengan 2𝑏, maka diperoleh 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 2𝑏 = 2𝑠 − 2𝑏 

𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 2(𝑠 − 𝑏).                                                  (9.3.9) 

Jika kedua ruas pada persamaan (9.3.8) dikurangkan dengan 2𝑐, maka diperoleh  

                              𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 2(𝑠 − 𝑐).                                                                 (9.3.10) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (9.3.9) dan (9.3.10) ke persamaan (9.3.7), maka 

diperoleh 

(
1 − cos 𝐴

2
) =

2(𝑠 − 𝑐)2(𝑠 − 𝑏)

4𝑏𝑐
 

(
1 − cos 𝐴

2
) =

(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)

𝑏𝑐
.                                      (9.3.11) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (9.3.11) ke persamaan (9.3.5), maka persamaan 

(9.3.5) menjadi 

𝑇𝐵𝑇𝐶 = 2(𝑠 − 𝑎)√
(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)

𝑏𝑐
.                (9.3.12) 

Dengan  cara  yang  sama untuk memperoleh persamaan (9.3.12), maka diperoleh 

𝑇𝐴𝑇𝐶 = 2(𝑠 − 𝑏)√
(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐)

𝑎𝑐
, 

sedangkan panjang sisi 𝑇𝐴𝑇𝐵 adalah 

𝑇𝐴𝑇𝐵 = 2(𝑠 − 𝑐)√
(𝑠−𝑎)(𝑠−𝑏)

𝑎𝑏
.                                                

Selanjutnya akan ditentukan 𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶, karena lingkaran dalam ∆𝐴𝐵𝐶 

merupakan lingkaran luar untuk ∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶. Pada persamaan tersebut 𝑅 merupakan jari-jari 

lingkaran luar ∆𝐴𝐵𝐶 sedangkan jari-jari lingkaran luar untuk ∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 adalah jari-jari 

lingkaran dalam ∆𝐴𝐵𝐶 yang disimbolkan dengan 𝑟, maka 𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 adalah 

𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 =
𝑇𝐵𝑇𝐶   𝑇𝐴𝑇𝐶   𝑇𝐴𝑇𝐵

4𝑟
.                                                                       (9.3.13) 
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Dengan mensubstitusikan panjang sisi-sisi  ∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 dan nilai 𝑟 ke persamaan (9.3.13), 

maka persamaan (9.3.13) menjadi 

𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 =
2(𝑠 − 𝑎)√(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)

𝑏𝑐
 2(𝑠 − 𝑏)√(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐)

𝑎𝑐  

4
 

×
2(𝑠 − 𝑐)√(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)

𝑎𝑏
𝐿∆𝐴𝐵𝐶

𝑠

 

𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 =
8𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)√(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)

𝑏𝑐
 √

(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐)
𝑎𝑐  

4
 

×
√(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)

𝑎𝑏
𝐿∆𝐴𝐵𝐶

.                                                              (9.3.14) 

Jika 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 dinyatakan dengan rumus 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 = √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐), maka 

𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) = 𝐿∆𝐴𝐵𝐶2, sehingga persamaan (9.3.14) menjadi 

𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 =
2 𝐿∆𝐴𝐵𝐶2√(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)

𝑏𝑐
(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐)

𝑎𝑐
(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)

𝑎𝑏
𝐿∆𝐴𝐵𝐶

 

atau dapat ditulis 

𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 = 2√
(𝑠 − 𝑎)2(𝑠 − 𝑏)2(𝑠 − 𝑐)2

𝑎2𝑏2𝑐2
𝐿∆𝐴𝐵𝐶 

𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 =
2(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)

𝑎𝑏𝑐
𝐿∆𝐴𝐵𝐶.             (9.3.15) 

          Dari persamaan (9.3.15) dapat dilihat bahwa luas segitiga Gergonne dapat 

ditentukan berdasarkan panjang sisi-sisi segitiga asal yang telah diketahui. 

Teladan 9.3.1 Sebarang ∆𝐴𝐵𝐶 seperti pada Gambar 9.3.1, dengan panjang sisi 𝐴𝐵 =

14 𝑐𝑚, 𝐵𝐶 = 15 𝑐𝑚, dan 𝐴𝐶 = 13 𝑐𝑚. Hitunglah 𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶. 

Penyelesaian: Karena 𝑠 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐), maka diperoleh 𝑠 = 21 𝑐𝑚. Untuk menghitung 

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 digunakan formula Heron [6], maka diperoleh 
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𝐿∆𝐴𝐵𝐶 = √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) 

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 = √21(21 − 15)(21 − 13)(21 − 14) 

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 = √7056 = 84 𝑐𝑚2. 

Adapun 𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 dihitung berdasarkan persamaan (9.3.15), maka diperoleh 

𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 =
2(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)

𝑎𝑏𝑐
𝐿∆𝐴𝐵𝐶 

𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 =
2(21 − 15)(21 − 13)(21 − 14)

15 × 13 × 14
× 84 

                                    𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 = 20,67692308 𝑐𝑚2. 

 Teladan 9.3.2 Terdapat ∆𝐴𝐵𝐶 sama kaki dengan panjang sisi 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 26 𝑐𝑚 dan 

𝐵𝐶 = 20 𝑐𝑚. Hitunglah 𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶. 

Perhatikan Gambar 9.3.2                  

                                                             A 

 

 

 

 

 

 

 

                                              Gambar 9.3.2.  

Penyelesaian: Dengan cara yang sama pada teladan 9.3.1, maka diperoleh 

𝑠 = 36 𝑐𝑚 

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 = 240 𝑐𝑚2, 

 sehingga 𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 adalah 

 𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 = 56,80473373 𝑐𝑚2. 

𝐴 

𝐵 𝐶 𝑇𝐴 

𝑇𝐵 𝑇𝐶 

𝐺𝑒 

𝐼 
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Teladan 9.3.3 Sebuah ∆𝐴𝐵𝐶 sama sisi dengan panjang 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝐶 = 18 𝑐𝑚. 

Hitunglah 𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶. Perhatikan Gambar 9.3.3. 

Penyelesaian: Dengan cara yang sama pada Contoh 3.2.1, maka diperoleh 𝑠 = 27 𝑐𝑚. 

Adapun 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 adalah 

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 = 81√3 𝑐𝑚2, 

sehingga 

     𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶
81

4
√3 𝑐𝑚2. 

 

                                                                  A 

 

 

 

 

 

 

 

                                                Gambar 9.3.3 

Teladan 9.3.4 Sebuah ∆𝐴𝐵𝐶 siku-siku sebarang seperti pada Gambar 11, dengan 

panjang sisi 𝐴𝐵 = 20 𝑐𝑚, 𝐵𝐶 = 15 𝑐𝑚 dan 𝐴𝐶 = 25 𝑐𝑚. Hitunglah 𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶. 

Perhatikan Gambar 9.3.4 

Penyelesaian: 

Dengan cara yang sama pada Contoh 3.2.1, maka diperoleh  

𝑠 = 30 𝑐𝑚 

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 = 150 𝑐𝑚2, 

sehingga  

𝐿∆𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶 = 30 𝑐𝑚2. 

 

 

𝐵 𝐶 𝑇𝐴 

𝑇𝐵 𝑇𝐶 

𝐺𝑒 

𝐼 
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Gambar 9.3.4. 

 

 

 Panjang  Garis Gergonne 

Perhatikan Gambar 9.3.5 

                      

Gambar 9.3.5 

Pembahasan dalam bagian ini adalah menentukan hubungan antara panjang garis 

Gergonne dengan panjang sisi segitiga asal yaitu ∆𝐴𝐵𝐶. Adapun garis Gergonne yang 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝐵 𝐶 𝑇𝐴 

𝑇𝐵 

𝑇𝐶  𝐺𝑒 𝐼 

𝐴 

                                                 A  

 

 

 

 

 

                                                
𝐵 𝐶 

𝑇𝐴 

𝑇𝐵 

𝑇𝐶  
𝐺𝑒 

𝜃 

(𝑠 − 𝑎) 
(𝑠 − 𝑎) 

(𝑠 − 𝑏) 

(𝑠 − 𝑏) (𝑠 − 𝑐) 

(𝑠 − 𝑐) 
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dimaksud adalah ketiga garis yang berpotongan di titik Gergonne yaitu garis 𝐴𝑇𝐴, 𝐵𝑇𝐵 

dan 𝐶𝑇𝐶.  

Misalkan panjang sisi-sisi ∆𝐴𝐵𝐶 pada Gambar 9.3.5, adalah 𝐵𝐶 = 𝑎, 𝐴𝐶 = 𝑏 dan 

𝐴𝐵 = 𝑐. Pada bagian terdahulu telah ditunjukkan bahwa 𝐵𝑇𝐴 = (𝑠 − 𝑏) dan 𝐶𝑇𝐴 =

(𝑠 − 𝑐). Dimisalkan juga 𝑚∠𝐴𝑇𝐴𝐵 = 𝜃, dengan menggunakan aturan kosinus untuk 

∆𝐴𝑇𝐴𝐵, maka panjang garis 𝐴𝑇𝐴 dijabarkan sebagai berikut 

𝐴𝐵2 = 𝐴𝑇𝐴
2

+ 𝐵𝑇𝐴
2 − 2𝐴𝑇𝐴𝐵𝑇𝐴 cos 𝜃 

 2𝐴𝑇𝐴𝐵𝑇𝐴 cos 𝜃 = 𝐴𝑇𝐴
2 + 𝐵𝑇𝐴

2 − 𝐴𝐵2 

cos 𝜃 =
𝐴𝑇𝐴

2 + 𝐵𝑇𝐴
2 − 𝐴𝐵2

2𝐴𝑇𝐴𝐵𝑇𝐴
                              (9.3.16) 

             Dengan mensubstitusikan nilai 𝐵𝑇𝐴 = (𝑠 − 𝑏) dan 𝐴𝐵 = 𝑐 ke persamaan 

(9.3.16), maka diperoleh 

                                            cos 𝜃 =
𝐴𝑇𝐴

2+(𝑠−𝑏)2−𝑐2

2𝐴𝑇𝐴(𝑠−𝑏)
.                                                (9.3.17) 

Perhatikan juga ∆𝐴𝑇𝐴𝐶, karena   𝑚∠𝐴𝑇𝐴𝐶 = 180° − 𝜃, dapat dinyatakan bahwa 

                                           cos(180° − 𝜃) = − cos 𝜃. 

Dengan menggunakan aturan kosinus untuk ∆𝐴𝑇𝐴𝐶, maka diperoleh 

                                        − cos 𝜃 =
𝐴𝑇𝐴

2+𝐶𝑇𝐴
2−𝐴𝐶2

2𝐴𝑇𝐴 𝐶𝑇𝐴
.                                                  (9.3.18) 

Jika ruas kiri dan kanan dari persamaan (9.3.18) dikalikan -1, maka 

                                         cos 𝜃 =
𝐴𝐶2−𝐴𝑇𝐴

2−𝐶𝑇𝐴
2

2𝐴𝑇𝐴 𝐶𝑇𝐴
  

                                         cos 𝜃 =
𝑏2−𝐴𝑇𝐴

2−(𝑠−𝑐)2

2𝐴𝑇𝐴(𝑠−𝑐)
.                                                 (9.3.19) 

Dari persamaan (9.3.17) dan (9.3.19) diperoleh 

𝐴𝑇𝐴
2 + (𝑠 − 𝑏)2 − 𝑐2

2𝐴𝑇𝐴(𝑠 − 𝑏)
=

𝑏2 − 𝐴𝑇𝐴
2 − (𝑠 − 𝑐)2

2𝐴𝑇𝐴(𝑠 − 𝑐)
 

         (𝑠 − 𝑏)(𝑏2 − 𝐴𝑇𝐴
2 − (𝑠 − 𝑐)2) = (𝑠 − 𝑐)(𝐴𝑇𝐴

2 + (𝑠 − 𝑏)2 − 𝑐2) 

       𝑏2(𝑠 − 𝑏) − 𝐴𝑇𝐴
2(𝑠 − 𝑏)  − (𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)2 = 𝐴𝑇𝐴

2(𝑠 − 𝑐) + (𝑠 − 𝑏)2(𝑠 − 𝑐) 

      −𝑐2(𝑠 − 𝑐) 
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      𝑏2(𝑠 − 𝑏)  + 𝑐2(𝑠 − 𝑐) = 𝐴𝑇𝐴
2(𝑠 − 𝑐) + 𝐴𝑇𝐴

2(𝑠 − 𝑏) + (𝑠 − 𝑏)2(𝑠 − 𝑐) 

+(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)2 

atau dapat ditulis 

𝑏2(𝑠 − 𝑏)  + 𝑐2(𝑠 − 𝑐) = 𝐴𝑇𝐴
2((𝑠 − 𝑏) + (𝑠 − 𝑐)) 

+(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)((𝑠 − 𝑏) + (𝑠 − 𝑐)),              (9.3.20) 

karena 𝑎 = (𝑠 − 𝑏) + (𝑠 − 𝑐), maka persamaan (9.3.20) menjadi 

                             𝑎𝐴𝑇𝐴
2 + 𝑎(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) = 𝑏2(𝑠 − 𝑏) + 𝑐2(𝑠 − 𝑐) 

𝑎𝐴𝑇𝐴
2 = 𝑏2(𝑠 − 𝑏) + 𝑐2(𝑠 − 𝑐) − 𝑎(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐), 

sehingga diperoleh panjang garis Gergonne yang berpotongan dengan sisi 𝐵𝐶 adalah 

𝐴𝑇𝐴
2 =

𝑏2(𝑠 − 𝑏) + 𝑐2(𝑠 − 𝑐) − 𝑎(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)

𝑎
.      (9.3.21) 

Dengan cara yang sama untuk memperoleh persamaan (9.3.21), maka panjang garis 

Gergonne yang memotong sisi  𝐴𝐶 adalah 

𝐵𝑇𝐵
2 =

𝑎2(𝑠 − 𝑎) + 𝑐2(𝑠 − 𝑐) − 𝑏(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐)

𝑏
. 

Adapun garis Gergonne yang memotong sisi 𝐴𝐵, yaitu 

𝐶𝑇𝐶
2 =

𝑎2(𝑠 − 𝑎) + 𝑏2(𝑠 − 𝑏) − 𝑐(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)

𝑐
. 

 

 

 

 

 

9.4. Kontruksi Titik Nagel Melalui Incircle 

Untuk mengkontruksi titik Nagel melalui incircle, dilakukan langkah-langkah seperti 

yang terdapat pada Gambar 9.4.1. 

1. Pada sebarang ∆𝐴𝐵𝐶, bentuk suatu lingkaran dalam (incircle) dengan cara 

membentuk bisektor sudut dalam segitiga di setiap titik sudut, sehingga ketiga 

garis tersebut konkuren di titik incenter, yaitu titik 𝐼.  Titik 𝐼 merupakan titik 
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pusat incircle yang menyinggung semua sisi ∆𝐴𝐵𝐶, yaitu pada titik 𝐷, 𝐸, dan 𝐹 

masing-masing berada pada sisi 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, dan 𝐴𝐵. 

2. Pada setiap sisi segitiga, buat garis sejajar yaitu sisi 𝐵𝐶// 𝐽𝐾 yang mana garis 𝐽𝐾 

menyinggung incircle di titik 𝐷′, sisi 𝐶𝐴// 𝑁𝑃 dengan garis 𝑁𝑃 menyinggung 

incircle di titik 𝐸′ dan sisi 𝐴𝐵// 𝐿𝑀 dengan garis 𝐿𝑀 menyinggung incircle di 

titik 𝐹′.   

3. Pada Δ𝐴𝐵𝐶 hubungkan titik sudut 𝐴 terhadap titik 𝐷′, titik sudut 𝐵 terhadap 𝐸′, 

dan titik sudut 𝐶 terhadap 𝐹′, maka perpanjangan dari ketiga garis 𝐴𝐷′, 𝐵𝐸′, dan 

𝐶𝐹′ akan konkuren, konkurensi ini disebut juga dengan titik Nagel [6]. 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa perpanjangan dari garis 𝐴𝐷′, 𝐵𝐸′, dan 𝐶𝐹′ 

konkuren pada titik Nagel. Pada Gambar 9.4.1, perhatikan ∆𝐴𝐵𝐴′ dan ∆𝐴𝐽𝐷′, karena 

𝐵𝐴′// 𝐽𝐷′, maka 

 ∠𝐴𝐵𝐴′ = ∠𝐴𝐽𝐷′  (sd) 

dan 

∠𝐴𝐴′𝐵 = ∠𝐴𝐷′𝐽 (sd) 

 

 

Gambar 9.4.1.   
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karena kesebangunan pada dua segitiga terpenuhi (sd-sd), maka ∆𝐴𝐵𝐴′ ∼ ∆𝐴𝐽𝐷′, dengan 

perbandingan sisi 

  
𝐵𝐴′

𝐽𝐷′
=

𝐴𝐴′

𝐴𝐷′
  ,                                                     (9.4.1) 

sedangkan pada ∆𝐴𝐴′𝐶 dan ∆𝐴𝐷′𝐾, karena 𝐴′𝐶// 𝐷′𝐾, maka 

  ∠𝐴𝐴′𝐶 = ∠𝐴𝐷′𝐾  (sd) 

dan 

  ∠𝐴𝐶𝐴′ = ∠𝐴𝐾𝐷′  (sd) 

kesebangunan pada  dua  segitiga  terpenuhi  (sd-sd),  sehingga  ∆𝐴𝐴′𝐶 ∼ ∆𝐴𝐷′𝐾,  

 

dengan perbandingan sisi adalah 

 
𝐴′𝐶

𝐷′𝐾
=

𝐴𝐴′

𝐴𝐷′
  .                                                 (9.4.2) 

Dari persamaan (9.4.1) dan (9.4.2) diperoleh 

  
𝐵𝐴′

𝐽𝐷′
=

𝐴′𝐶

𝐷′𝐾
 

atau 

  
𝐵𝐴′

𝐴′𝐶
=

𝐽𝐷′

𝐷′𝐾
  .                                                    (9.4.3) 

Dengan menggunakan cara yang sama, pada ∆𝐵𝐶𝐵′ dan ∆𝐵𝐵′𝐴 diperoleh ∆𝐵𝐶𝐵′ ∼

∆𝐵𝑁𝐸′ dan ∆𝐵𝐵′𝐴 ∼ ∆𝐵𝐸′𝑃, sehingga diperoleh perbandingan sisi 

 
𝐶𝐵′

𝐵′𝐴
=

𝑁𝐸′

𝐸′𝑃
  ,                                                     (9.4.4) 

pada ∆𝐶𝐴𝐶′ dan ∆𝐶𝐶′𝐵, diperoleh ∆𝐶𝐴𝐶′ ∼ ∆𝐶𝐿𝐹′ dan ∆𝐶𝐶′𝐵 ∼ ∆𝐶𝐹′𝑀, sehingga 

diperoleh perbandingan 

 
𝐴𝐶′

𝐶′𝐵
=

𝐿𝐹′

𝐹′𝑀
  .                                                     (9.4.5) 

       Pada Gambar 9.4.2, titik 𝐼 merupakan titik incenter dan juga titik tengah dari 

diameter 𝐷𝐷′, 𝐸𝐸′, dan 𝐹𝐹′.  Jika titik 𝐼 dihubungkan terhadap titik 𝐾, maka dari  ∆𝐾𝐷′𝐼 

dan ∆𝐾𝐸𝐼, diperoleh : 
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Gambar 9.4.2.   

𝐼𝐷′ = 𝐼𝐸  (s) (jari-jari incircle) 

  𝐷′𝐾 = 𝐸𝐾  (s) (garis singgung) 

 𝐼𝐾 = 𝐼𝐾  (s) (garis yang sama) 

karena kongruensi pada dua segitiga terpenuhi (s-s-s) [4], maka  

∆𝐾𝐷′𝐼 ≅ ∆𝐾𝐸𝐼 ,                                                   (9.4.6)  

selanjutnya dengan menggunakan cara yang sama, yaitu titik 𝐼 dihubungkan terhadap 

titik 𝑁, pada ∆𝑁𝐸′𝐼 dan ∆𝑁𝐷𝐼, maka berlaku  

∆𝑁𝐸′𝐼 ≅ ∆𝑁𝐷𝐼 .                                                  (9.4.7) 

Karena garis 𝐾𝑁 merupakan bisektor ∠𝐷′𝐼𝐸 dan ∠𝐷𝐼𝐸′, maka pada ∆𝐾𝐷′𝐼 dan ∆𝑁𝐷𝐼, 

diperoleh 

∠𝐷′𝐼𝐾 = ∠𝐷𝐼𝑁  (sd) (sudut bertolak belakang) 

 𝐼𝐷′ = 𝐼𝐷  (s) (jari-jari incircle) 

∠𝐾𝐷′𝐼 = ∠𝑁𝐷𝐼 (sd) (sudut siku-siku) 

karena kongruensi pada dua segitiga terpenuhi(s-s-s), maka 

∆𝐾𝐷′𝐼 ≅ ∆𝑁𝐷𝐼 ,                                                  (9.4.8)   
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dengan menggunakan cara yang sama, pada ∆𝐾𝐸𝐼 dan ∆𝑁𝐸′𝐼, maka berlaku  

 ∆𝐾𝐸𝐼 ≅ ∆𝑁𝐸′𝐼 .                                                  (9.4.9) 

Dari persamaan (9.4.6), (9.4.7), (9.4.8), dan (9.4.9), diperoleh 

∆𝑁𝐸′𝐼 ≅ ∆𝑁𝐷𝐼 ≅ ∆𝐾𝐷′𝐼 ≅ ∆𝐾𝐸𝐼 , 

sehingga 

 𝑁𝐸′ = 𝐷𝑁 = 𝐷′𝐾 = 𝐸𝐾 .                              (9.4.10) 

Dengan menggunakan cara yang sama yaitu jika ditarik garis dari titik 𝐼 terhadap  

titik 𝑃 dan 𝐿, maka berlaku 

𝐿𝐹′ =  𝐸𝐿 = 𝐸′𝑃 = 𝐹𝑃                               (9.4.11) 

dan dari titik 𝐼 terhadap titik 𝐽 dan 𝑀 berlaku 

𝐽𝐷′ = 𝐹𝐽 = 𝐹′𝑀 = 𝐷𝑀                               (9.4.12) 

Dari perkalian persamaan (9.4.3), (9.4.4), dan (9.4.5) diperoleh 

𝐵𝐴′

𝐴′𝐶

𝐶𝐵′

𝐵′𝐴

𝐴𝐶′

𝐶′𝐵
=

𝐽𝐷′

𝐷′𝐾

𝑁𝐸′

𝐸′𝑃

𝐿𝐹′

𝐹′𝑀
 

dan berdasarkan persamaan (9.4.10), (9.4.11), dan (9.4.12), diperoleh 

𝐵𝐴′

𝐴′𝐶

𝐶𝐵′

𝐵′𝐴

𝐴𝐶′

𝐶′𝐵
=

𝐷𝑀

𝐸𝐾

𝐸𝐾

𝐹𝑃

𝐹𝑃

𝐷𝑀
 

𝐵𝐴′

𝐴′𝐶

𝐶𝐵′

𝐵′𝐴

𝐴𝐶′

𝐶′𝐵
= 1 . 

         Karena hasil perbandingan sisi-sisi pada segitiga bernilai 1, maka terbukti bahwa 

ketiga  perpanjangan garis 𝐴𝐷′, 𝐵𝐸′, dan 𝐶𝐹′ konkuren. 

 Jika konkurensi yang diperoleh tersebut dimisalkan dengan titik 𝑋, maka titik ini 

belum dapat dikatakan sebagai titik Nagel.  Karena  titik Nagel terbentuk melalui titik 

singgung dari excircle, maka akan ditunjukkan bahwa titik 𝑋 merupakan sebuah titik 

Nagel. 

 Perhatikan ∆𝐴𝐵𝐶 pada Gambar 9.4.4, jika pada sisi 𝐵𝐶 dikontruksi excircle 

dengan pusat 𝐸𝐴, dengan titik singgung 𝑇, sedangkan 𝐴′ merupakan titik potong dari 

perpanjangan garis 𝐴𝐷 terhadap sisi 𝐵𝐶, maka akan dibuktikan bahwa 𝑇 = 𝐴′ 

sedemikian sehingga 𝐴′ merupakan titik singgung excircle. 
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Gambar 9.4.3. 

Perhatikan ∆𝐵𝐸𝐴𝐶 dan ∆𝐽𝐼𝐾 pada Gambar 9.4.3.  Jika  𝐵𝐶//𝐽𝐾, maka ∠𝐾𝐽𝐵 ≅

∠𝐶𝐵𝑋.  Karena 𝐵𝐸𝐴 merupakan bisektor dari ∠𝐶𝐵𝑋 dan 𝐽𝐼 bisektor ∠𝐾𝐽𝐵,  maka 

∠𝐾𝐽𝐼 ≅ ∠𝐶𝐵𝐸𝐴 (sd) (bisektor sudut) 

kemudian pada garis 𝐵𝐶//𝐽𝐾 juga diperoleh, ∠𝐽𝐾𝐶 ≅ ∠𝐵𝐶𝑌.  Karena 𝐶𝐸𝐴 merupakan 

bisektor dari ∠𝐵𝐶𝑌 dan 𝐾𝐼 bisektor ∠𝐽𝐾𝐶, maka 

∠𝐽𝐾𝐼 ≅ ∠𝐵𝐶𝐸𝐴  (sd) (bisektor sudut) 

kesebangunan dari dua buah segitiga terpenuhi (sd-sd), sehingga diperoleh  ∆𝐵𝐸𝐴𝐶 ∼

∆𝐽𝐼𝐾, maka tinggi 𝑇𝐸𝐴 dan 𝐷′𝐼 bersesuaian, sehingga 

𝐵𝑇

𝐽𝐷′
=

𝑇𝐶

𝐷′𝐾
 

 
𝐵𝑇

𝑇𝐶
=

𝐽𝐷′

𝐷′𝐾
  .                                                    (9.4.13) 
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Gambar 9.4.4.  

Dari persamaan (9.4.3) dan (9.4.13), diperoleh 

 
𝐵𝑇

𝑇𝐶
=

𝐵𝐴′

𝐴′𝐶
 

 
𝐵𝑇

𝑇𝐶
+ 1 =

𝐵𝐴′

𝐴′𝐶
+ 1   

𝐵𝑇 + 𝑇𝐶

𝑇𝐶
=

𝐵𝐴′ + 𝐴′𝐶

𝐴′𝐶
 

 
𝐵𝐶

𝑇𝐶
=

𝐵𝐶

𝐴′𝐶
 

 𝑇𝐶 = 𝐴′𝐶 . 

Karena 𝑇𝐶 = 𝐴′𝐶, maka 𝑇 = 𝐴′, dapat dikatakan bahwa 𝐴′ merupakan titik singgung 

excircle.  Dengan cara yang sama yaitu dengan mengkontruksi excircle pada sisi segitiga 

lainnya, diperoleh titik 𝐵′ dan 𝐶′ yang merupakan titik singgung excircle pada sisi 

segitiga lainnya, seperti terdapat pada Gambar 9.4.4. 
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Karena titik 𝐴′, 𝐵′, dan 𝐶′ masing-masing merupakan titik singgung lingkaran 

singgung luar (excircle), maka terbukti bahwa konkurensi dari perpanjangan garis  𝐴𝐷′, 

𝐵𝐸′, dan 𝐶𝐹′ merupakan titik Nagel. 

 Titik Nagel tidak hanya terdapat di dalam segitiga, namun dapat juga dibentuk di 

luar suatu segitiga [4,8]. 

 

 

 

 

 

9.5.  Semi Titik Nagel 

Suatu ∆𝐴𝐵𝐶 yang memuat incircle 𝐼 menyinggung sisi 𝐵𝐶 di titik 𝐷, excircle 𝐸𝐵 

menyinggung perpanjangan sisi 𝐵𝐴 di titik 𝑄, dan excircle 𝐸𝐶 menyinggung 

perpanjangan sisi 𝐶𝐴 di titik 𝑈.  Jika titik sudut 𝐵 pada segitiga dihubungkan terhadap 

titik 𝑈, titik sudut 𝐶 dihubungkan terhadap titik 𝑄, dan titik sudut 𝐴 dihubungkan 

terhadap titik 𝐷, maka perpanjangan dari garis 𝐵𝑈, 𝐷𝐴, dan 𝐶𝑄 konkuren [4].  Titik 

konkurensi ini disebut dengan semi titik Nagel atau titik Nagel yang berada di luar 

segitiga. 

Akan ditunjukkan bahwa perpanjangan dari garis 𝐵𝑈, 𝐷𝐴, dan 𝐶𝑄 konkuren.  Pada 

Gambar 9.5.1, incircle pada ∆𝐴𝐵𝐶 terdapat beberapa garis singgung yang sama panjang, 

yaitu 

 𝐵𝐷 = 𝐹𝐵 

 𝐷𝐶 = 𝐶𝐸 

 𝐸𝐴 = 𝐴𝐹 . 

Misalkan, 

 𝐵𝐷 = 𝐹𝐵 = 𝑥 ,                                                                  (9.5.1) 

maka 

 𝐵𝐶 = 𝐵𝐷 + 𝐷𝐶 

 𝑎 = 𝑥 + 𝐷𝐶 
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 𝐷𝐶 = 𝑎 − 𝑥 , 

diperoleh  

 𝐷𝐶 = 𝐶𝐸 = 𝑎 − 𝑥                                                             (9.5.2) 

 

  

Gambar 9.5.1.   

dan 

𝐴𝐵 = 𝐴𝐹 + 𝐹𝐵 

 𝑐 = 𝐴𝐹 + 𝑥 

 𝐴𝐹 = 𝑐 − 𝑥 , 

diperoleh  

 𝐸𝐴 = 𝐴𝐹 = 𝑐 − 𝑥 .                                                           (9.5.3) 

Karena 

𝐵𝐶 + 𝐶𝐴 + 𝐴𝐵 = 𝐵𝐷 + 𝐷𝐶 + 𝐶𝐸 + 𝐸𝐴 + 𝐴𝐹 + 𝐹𝐵 .                   (9.5.4) 

Substitusikan persamaan (9.5.1), (9.5.2), dan (9.5.3) ke persamaan (9.5.4), diperoleh 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑥 + (𝑎 − 𝑥) + (𝑎 − 𝑥) + (𝑐 − 𝑥) + (𝑐 − 𝑥) + 𝑥 , 

sehingga 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2𝑎 + 2𝑐 − 2𝑥 

 2𝑥 = 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 
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 2𝑥 = 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 + 𝑏 − 𝑏 

 𝑥 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) − 𝑏 

 𝑥 = 𝑠 − 𝑏 . 

Persamaan (9.5.1) menjadi 

𝐵𝐷 = 𝐹𝐵 = 𝑠 − 𝑏 .                                                            (9.5.5) 

Untuk mendapatkan panjang sisi yang lainnya, maka digunakan cara yang sama, 

sehingga diperoleh 

𝐷𝐶 = 𝐶𝐸 = 𝑠 − 𝑐 .                                                            (9.5.6) 

Dengan membandingkan persamaan (9.5.5) dan (9.5.6), diperoleh 

𝐵𝐷

𝐷𝐶
=

𝑠 − 𝑏

𝑠 − 𝑐
  .                                                                      (9.5.7) 

Sedangkan pada excircle yang terdapat pada sisi 𝐶𝐴 dan 𝐴𝐵, juga terdapat 

beberapa garis singgung yang sama panjang.  

 Dengan membandingkan persamaan (3.11) dan persamaan (3.12), diperoleh 

𝐶𝑈

𝑈𝐴
=

𝑠

𝑠 − 𝑏
  .                                                                      (9.5.8) 

Selanjutnya, dengan membandingkan persamaan (3.9) dan (3.7), diperoleh  

𝐴𝑄

𝑄𝐵
=

𝑠 − 𝑐

𝑠
  .                                                                      (9.5.9) 

 

Dengan mengalikan persamaan (9.5.7), (9.5.8), dan (9.5.9), diperoleh 

𝐵𝐷

𝐷𝐶

𝐶𝑈

𝑈𝐴

𝐴𝑄

𝑄𝐵
=

𝑠 − 𝑏

𝑠 − 𝑐

𝑠

𝑠 − 𝑏

𝑠 − 𝑐

𝑠
  , 

sehingga 

𝐵𝐷

𝐷𝐶

𝐶𝑈

𝑈𝐴

𝐴𝑄

𝑄𝐵
= 1 . 

Karena hasil perbandingan sisi-sisi pada segitiga bernilai 1 dan teorema Ceva pada kasus 

3 terpenuhi, maka terbukti bahwa ketiga perpanjangan dari garis 𝐵𝑈, 𝐷𝐴, dan 𝐶𝑄 

konkuren, yaitu di titik 𝑁𝐴 yang berada di luar segitiga.  
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Teorema 3.3.1  Sebarang ∆ABC memiliki empat titik Nagel. 

 

Gambar 9.5.2 

Bukti:  Secara geometri dapat dilihat pada Gambar 9.5.2 dan terbukti bahwa pada 

sebarang segitiga memiliki empat buah titik Nagel, satu berada di dalam segitiga 

sedangkan tiga titik Nagel yang lainnya berada di luar segitiga.          ∎ 
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Latihan 13. 

1. Buatlah sebarang segitiga siku-siku sama kaki, dan hitunglah panjang garis 

Gergonnenya. 

2. Buatlah sebarang segitiga siku-siku sama kaki dan kontruksilah sebuah titik semi 

nagelnya dan hitunglah luas yang terbentuk dengan ke dua titik sudut segitiga 

lainnya. 

3. *) Perhatikan gambar dibawah ini 

 

Tunjukkan bahwa ANG1, BNG2 dan CNG3 masing-masing adalah segaris 

4. Kembali pada gambar soal nomor 3. Hitunglah luas segitiga ABG1, BCG2 dan 

segitiga CAG3. 

5. *) Perhatikan gambar di bawah ini 
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Tunjukkan BG1, AG2 dan garis bagi sudut C adalah konkongkuren di N3, dengan 

cara yang sama tunjukkan untuk kongkurensi di N1 dan N2. 

6. Masih pada gambar soal nomor 3 di atas, tentukan panjang sisi AN1, BN2 dan 

CN3. 

7. Perhatikan segitiga di bawah, yang panjang sisinya telah ditentukan secara khusus 

panjang sisinya telah ditentukan. Berapakah luas dan panjang segitiga nagelnya. 

8. *). Berapakan luas segitiga ABN3, BCN1 dan CAN2. Pada gambar disoal no 3. 

9. *). Berapakah luas segiempat CG2NG1, juga pada gambar soal no 3. 
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BEBERAPA PENGEMBANGAN  

 

Yang dimaksud dengan beberapa pengembangan disini adalah pembahasan tentang 

pembahasan tentang perbandingan luas segitiga external dengan segitiga asalnya serta 

perbandingan jari-jarinya, yang mana topik ini tidak bisa digabungkan dengan salah satu 

bab sebelumya. Selain itu juga dibahas perbandingan luas segitiga diagonal dalam 

berbagai kasus. Selain itu juga dibahas secara khusus tentang beberapa alternatif bukti  

dari teorema Simson’s. materi ini juga hanya digunakan untuk pengembangan ilmu 

matematika itu sendiri. 

  

 

 

 

BAB 

10 
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BEBERAPA PENGEMBANGAN LAINNYA 

 

10.1. Perbandingan Luas Antara Segitiga Excentral Dengan Segitiga Asal 
Pada bagian ini kembali disinggung tentang exenter, akan tetapi notasinya dibedakan 

dengan bab sebelumnya. Suatu ∆𝐴𝐵𝐶 memiliki tiga excenter yang merupakan titik pusat 

lingkaran singgung, sebuat titik tersebut 𝐽𝐴, 𝐽𝐵, dan 𝐽𝐶 . Sehingga dari ketiga titik pusat 

tersebut terdapat tiga lingkaran singgung yaitu masing-masing lingkaran singgung yang 

bertitik pusat 𝐽𝐴, 𝐽𝐵, dan 𝐽𝐶 . Dengan menghubungkan masing-masing titik pusat lingkaran 

singgung luar maka terbentuklah suatu bangun segitiga baru yaitu ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  dan segitiga 

ini dinamakan dengan segitiga excentral. 

          Salah satu titik puncak ∆𝐴𝐵𝐶 kolinier dengan incenter dan salah satu excenternya, 

karena excenter diperoleh dari perpotongan salah satu internal bisektor ∆𝐴𝐵𝐶. Sehingga 

titik  𝐴, 𝐼, dan 𝐽𝐴 kolinier begitu juga dengan titik 𝐵, 𝐼, dan 𝐽𝐵 serta titik 𝐶, 𝐼, dan 𝐽𝐶 . 

           Perhatikan Gambar 10.1.1, terlihat ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  menyinggung masing-masing titik 

puncak ∆𝐴𝐵𝐶. Sisi 𝐽𝐴𝐽𝐵
̅̅ ̅̅ ̅ menyinggung titik puncak ∆𝐴𝐵𝐶 pada titik 𝐶, sisi 𝐽𝐵𝐽𝐶

̅̅ ̅̅ ̅ 

menyinggung titik 𝐴, dan sisi 𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ menyinggung titik 𝐵. Sebelumnya akan dijelaskan 

terlebih dahulu mengenai Teorema Transversal Menelaus yang akan digunakan untuk 

membuktikan bahwa jika ketiga titik tersebut segaris atau kolinier. 

 

BAB 

10 
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I 

𝐽𝐴 

𝐽𝐵 

𝐽𝐶  

𝐶 

𝐴 𝐵 

 

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

             

                                                           

 

 

 

Gambar 10.1.1. 

Pada Bab ini Teorema Transversal Menelaus digunakan untuk membuktikan bahwa titik  

𝐽𝐴, 𝐵, dan 𝐽𝐶  kolinier begitu juga dengan titik 𝐽𝐴, 𝐶, dan 𝐽𝐵 serta titik 𝐽𝐵, 𝐴, dan 𝐽𝐶 . 

Perhatikan ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  berikut yang diperbesar dari Gambar 10.1.1. Titik 𝐽𝐴, 𝐵, dan 𝐽𝐶  

kolinier jika memenuhi persamaan transversal menelaus 

𝐽𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅

𝐵𝐼 ̅̅ ̅̅
.

𝐼𝐽𝐴

𝐽𝐴𝐴̅̅̅̅̅

̅̅ ̅̅̅
.

𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅̅

𝐽𝐶𝐽𝐵
̅̅ ̅̅ ̅

= −1 . 

Perhatikan ∆𝐽𝐵𝐵𝐽𝐶 , tarik garis sejajar dari titik 𝐴 ke 𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅, misalkan pada titik 𝑃, 

sedemikian hingga 𝐴𝑃̅̅ ̅̅  //  𝐽𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅. Perhatikan ∆𝐽𝐵𝐵𝐽𝐶  dan ∆𝐴𝑃𝐽𝐶 ,   ∠𝐽𝐵𝐽𝐶𝐵 = ∠𝐴𝐽𝐶𝑃 , 
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karena 𝐴𝑃̅̅ ̅̅  // 𝐽𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅ maka 

∠𝐽𝐵𝐵𝐽𝐶 = ∠𝐴𝑃𝐽𝐶                            

dan 

∠𝐵𝐽𝐵𝐽𝐶 = ∠𝑃𝐴𝐽𝐶  .          

Dari kesebangunan Sd-Sd-Sd, maka 

∆𝐽𝐵𝐵𝐽𝐶  ~ ∆𝐴𝑃𝐽𝐶  sehingga diperoleh 

perbandingan sisi 

𝐽𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅

𝐴𝑃̅̅ ̅̅
=

𝐽𝐵𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅

𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅̅

 , 

 

 

Gambar 10.1.2 

𝐴𝑃̅̅ ̅̅ =
𝐽𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅. 𝐴𝐽𝐶

̅̅ ̅̅̅

𝐽𝐵𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅

 .                                                                                                (10.1.1) 

Seperti memperoleh persamaan (10.1.1), ditunjukkan ∆𝐴𝑃𝐽𝐴 ~ ∆𝐼𝐵𝐽𝐴 sehingga 

diperoleh 

𝐼𝐵̅̅ ̅

𝐴𝑃̅̅ ̅̅
=

𝐼𝐽𝐴
̅̅ ̅̅

𝐴𝐽𝐴
̅̅ ̅̅̅

 , 

𝐴𝑃̅̅ ̅̅ =
𝐼𝐵̅̅ ̅. 𝐴𝐽𝐴

̅̅ ̅̅̅

𝐼𝐽𝐴
̅̅ ̅̅

 .                                                                                                  (10.1.2) 

Dari persamaan (10.1.1) dan (10.1.2) diperoleh 

        
𝐽𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅.𝐴𝐽𝐶̅̅ ̅̅ ̅

𝐽𝐵𝐽𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐼𝐵̅̅ ̅.𝐴𝐽𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐼𝐽𝐴̅̅ ̅̅ ̅
 

             
𝐽𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅.𝐴𝐽𝐶̅̅ ̅̅ ̅.𝐼𝐽𝐴̅̅ ̅̅ ̅

𝐽𝐵𝐽𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.𝐼𝐵̅̅ ̅.𝐴𝐽𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅
= 1 , 

           
𝐽𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅

𝐼𝐵̅̅ ̅
.

𝐼𝐽𝐴̅̅ ̅̅ ̅

𝐴𝐽𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅
.

𝐴𝐽𝐶̅̅ ̅̅ ̅

𝐽𝐵𝐽𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= 1 .                                                                        (10.1.3) 

Segmen garis jika searah jarum jam akan bernilai positif dan jika berlawanan arah akan 

bernilai negatif maka 𝐽𝐵𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = −𝐽𝐶𝐽𝐵

̅̅ ̅̅ ̅, 𝐼𝐵̅̅ ̅ = −𝐵𝐼̅̅ ̅, dan 𝐴𝐽𝐴
̅̅ ̅̅̅ = −𝐽𝐴𝐴̅̅̅̅̅ sehingga persamaan 

(10.1.3) menjadi 

 
𝐽𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅

 𝐵𝐼 ̅̅ ̅̅ ̅
.

𝐼𝐽𝐴

𝐽𝐴𝐴̅̅̅̅̅

̅̅ ̅̅̅
.

𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅̅

𝐽𝐶𝐽𝐵
̅̅ ̅̅ ̅

= (−1). (−1). (−1) , 
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𝐽𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅

 𝐵𝐼 ̅̅ ̅̅ ̅
.

𝐼𝐽𝐴

𝐽𝐴𝐴̅̅̅̅̅

̅̅ ̅̅̅
.

𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅̅

𝐽𝐶𝐽𝐵
̅̅ ̅̅ ̅

= −1 .                                                             

Karena memenuhi Teorema Transversal Menelaus, maka terbukti bahwa titik 𝐽𝐴, 𝐵, dan 

𝐽𝐶adalah kolinier. Dengan cara yang sama maka titik 𝐽𝐴, 𝐶, dan 𝐽𝐵 serta titik 𝐽𝐵, 𝐴, dan 𝐽𝐶  

adalah kolinier.                                                                                     ∎ 

Telah dibuktikan bahwa jika dua buah titik pusat lingkaran singgung luar ∆𝐴𝐵𝐶 

saling dihubungkan maka menyinggung salah satu titik puncak ∆𝐴𝐵𝐶. Sehingga dalam 

menentukan panjang sisi segitiga excentral dapat digunakan dalil phytagoras. 

Pada Gambar 10.1.3, lingkaran singgung 𝐽𝐴 menyinggung 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , dengan menarik garis 

dari titik pusat ke titik singgung 𝐹𝐵, maka 𝐽𝐴𝐹𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅  merupakan jari-jari lingkaran 𝐽𝐴. Untuk 

lebih jelasnya perhatikan gambar berikut 

 

Perhatikan panjang 𝐽𝐴𝐵̅̅ ̅̅̅, 

𝐽𝐴𝐵̅̅ ̅̅̅ 2 = 𝐽𝐴𝐹𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

+ 𝐵𝐹𝐵
̅̅ ̅̅ ̅2

 . 

Ingat sebelumnya sudah diperoleh 

𝐽𝐴 

𝐽𝐵  

𝐽𝐶  

𝐹𝐵  

𝐹𝐴  𝐼 

𝑇𝐴  

𝑟1 

𝑟2 

𝑟3 

𝐴 𝐵 

𝐶 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

                                                   Gambar 10.1.3 
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𝐽𝐴𝐵̅̅ ̅̅̅ 2 = (
𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶

(𝑠 − 𝑎)
)

2

+ (𝑠 − 𝑐)2 .                                                     (10.1.4) 

Berdasarkan formula Heron, maka nilai luas pada ∆𝐴𝐵𝐶 berlaku 

𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶 = √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) ,                                           (10.1.5) 

dengan mensubstitusikan persamaan (3.9) ke (10.1.4) diperoleh 

𝐽𝐴𝐵̅̅ ̅̅̅ 2 = (
√𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)

(𝑠 − 𝑎)2
)

2

+ (𝑠 − 𝑐)2 

 =
𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)

(𝑠 − 𝑎)2
+ (𝑠 − 𝑐)2 

 =
(𝑠 − 𝑐)

(𝑠 − 𝑎)
. (𝑠(𝑠 − 𝑏) + (𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐)) 

 =
(𝑠 − 𝑐)

(𝑠 − 𝑎)
. (𝑠2 − 𝑠𝑏 + 𝑠2 − 𝑠𝑎 − 𝑠𝑐 + 𝑎𝑐) 

 =
(𝑠 − 𝑐)

(𝑠 − 𝑎)
. (2𝑠2 − 𝑠(𝑏 + 𝑎 + 𝑐) + 𝑎𝑐) 

𝐽𝐴𝐵̅̅ ̅̅̅ 2 =
(𝑠 − 𝑐)

(𝑠 − 𝑎)
. (2𝑠2 − 𝑠(2𝑠) + 𝑎𝑐) 

𝐽𝐴𝐵̅̅ ̅̅̅ 2 =
(𝑠 − 𝑐)

(𝑠 − 𝑎)
. 𝑎𝑐 , 

sehingga diperoleh 

𝐽𝐴𝐵̅̅ ̅̅̅ = √
(𝑠 − 𝑐)

(𝑠 − 𝑎)
. 𝑎𝑐 .                                                                        (10.1.6) 

Dengan cara yang sama, untuk panjang  𝐽𝐶𝐵̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐽𝐶𝐵̅̅ ̅̅̅ 2 = 𝐽𝐶𝑇𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

+ 𝐵𝑇𝐴
̅̅ ̅̅ ̅2

 

𝐽𝐶𝐵̅̅ ̅̅̅ 2 = (
𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶

(𝑠 − 𝑐)
)

2

+ (𝑠 − 𝑎)2 ,                       

maka diperoleh 

𝐽𝐶𝐵̅̅ ̅̅̅ = √
(𝑠 − 𝑎)

(𝑠 − 𝑐)
. 𝑎𝑐 .                                                                          (10.1.7) 
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Dengan menjumlahkan persamaan (10.1.6) dan (10.1.7) akan diperoleh 

𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐽𝐴𝐵̅̅ ̅̅̅ + 𝐽𝐶𝐵̅̅ ̅̅̅  

𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = √

(𝑠 − 𝑐)

(𝑠 − 𝑎)
. 𝑎𝑐 + √

(𝑠 − 𝑎)

(𝑠 − 𝑐)
. 𝑎𝑐 .                                          (10.1.8) 

Untuk memudahkan proses penjumlahan, misalkan 

𝐽𝐴𝐵̅̅ ̅̅̅ = √
(𝑠 − 𝑐)

(𝑠 − 𝑎)
. 𝑎𝑐 = 𝑦                                                                   (10.1.9) 

dan  

𝐽𝐶𝐵̅̅ ̅̅̅ = √
(𝑠 − 𝑎)

(𝑠 − 𝑐)
. 𝑎𝑐 = 𝑧 .                                                                 (10.1.10) 

Substitusikan persamaan (10.1.9) dan (10.1.10) ke (10.1.8) maka 

𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑦 + 𝑧 

𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = √(𝑦 + 𝑧)2 

𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = √𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑦𝑧 ,                                                                  (10.1.11) 

dengan mensubstitusikan persamaan (10.1.9) sebagai 𝑦 dan (10.1.10) sebagai 𝑧 ke 

persamaan (10.1.11) diperoleh 

𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = √(√

𝑠 − 𝑐

𝑠 − 𝑎
(𝑎𝑐))

2

+ (√
𝑠 − 𝑎

𝑠 − 𝑐
(𝑎𝑐))

2

+ 2 (√
𝑠 − 𝑎

𝑠 − 𝑐
(𝑎𝑐).

𝑠 − 𝑐

𝑠 − 𝑎
(𝑎𝑐)) 

 𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = √

𝑠 − 𝑐

𝑠 − 𝑎
(𝑎𝑐) +

𝑠 − 𝑎

𝑠 − 𝑐
(𝑎𝑐) + 2𝑎𝑐 

= √𝑎𝑐 (
𝑠 − 𝑐

𝑠 − 𝑎
+

𝑠 − 𝑎

𝑠 − 𝑐
+ 2) 

= √𝑎𝑐 (
(𝑠 − 𝑐)(𝑠 − 𝑐) + (𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑎) + 2(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐)

(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐)
) 

 𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = √𝑎𝑐 (

𝑠2 + 𝑐2 − 2𝑠𝑐 + 𝑠2 + 𝑎2 − 2𝑠𝑎 + 2𝑠2 − 2𝑠𝑎 − 2𝑠𝑐 + 2𝑎𝑐

𝑠2 − 𝑠𝑎 − 𝑠𝑐 + 𝑎𝑐
) 
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karena 𝑠 = 
𝑎+𝑏+𝑐

2
 dan dilakukan penyederhanaan maka 

𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = √𝑎𝑐 (

𝑏2

−𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 − 2𝑎𝑐
4

) 

𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = √

4𝑎𝑐𝑏2

𝑏2 − (𝑎 − 𝑐)2
 

𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑏√

𝑎𝑐

𝑏2 − (𝑎 − 𝑐)2
 .                                                                         (10.1.12) 

dengan cara yang sama dalam memperoleh persamaan (10.1.12) maka diperoleh 

𝐽𝐴𝐽𝐵
̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑐√

𝑎𝑏

𝑐2 − (𝑎 − 𝑏)2
                                           

𝐽𝐵𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎√

𝑏𝑐

𝑎2 − (𝑏 − 𝑐)2
                  

Panjang  𝐽𝐵𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  𝐽𝐴𝐽𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ , dan  𝐽𝐴𝐽𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅  merupakan sisi-sisi pada ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 . Misalkan 𝑠𝑥 merupakan 

setengah keliling ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  maka 

𝑠𝑥 =
(𝐽𝐵𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐽𝐴𝐽𝐶

̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐽𝐴𝐽𝐵
̅̅ ̅̅ ̅)

2
 

  𝑠𝑥 = 𝑎√
𝑏𝑐

𝑎2 − (𝑏 − 𝑐)2
+ 𝑏√

𝑎𝑐

𝑏2 − (𝑎 − 𝑐)2
+ 𝑐√

𝑎𝑏

𝑐2 − (𝑎 − 𝑏)2
 .       (10.1.13) 

Untuk memudahkan dalam menentukan luas ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 , misalkan 

𝐴 = 𝑎√
𝑏𝑐

𝑎2 − (𝑏 − 𝑐)2
 ,                                                            

𝐵 = 𝑏√
𝑎𝑐

𝑏2 − (𝑎 − 𝑐)2
 ,     

dan 
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𝐶 = 𝑐√
𝑎𝑏

𝑐2 − (𝑎 − 𝑏)2
 .                                                                                

Maka 

𝐽𝐵𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎√

𝑏𝑐

𝑎2 − (𝑏 − 𝑐)2
= 2𝐴 ,                                                              (10.1.14) 

𝐽𝐴𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑏√

𝑎𝑐

𝑏2 − (𝑎 − 𝑐)2
= 2𝐵 ,                                                              (10.1.15) 

dan 

𝐽𝐴𝐽𝐵
̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑐√

𝑎𝑏

𝑐2 − (𝑎 − 𝑏)2
= 2𝐶 .                                                                (10.1.16) 

Substitusikan persamaan (10.1.14), (10.1.15), dan (10.1.16) ke (10.1.13) maka 

diperoleh 

𝑠𝑥 =
2𝐴 + 2𝐵 + 2𝐶

2
   

𝑠𝑥 = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 .                                                                                             (10.1.17) 

Selanjutnya akan ditentukan luas ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶   dengan menggunakan formula Heron terhadap  

∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 , sehingga 

𝐿 ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 = √𝑠𝑥. (𝑠𝑥 − 𝐽𝐵𝐽𝐶
̅̅ ̅̅ ̅). (𝑠𝑥 − 𝐽𝐴𝐽𝐶

̅̅ ̅̅ ̅). (𝑠𝑥 − 𝐽𝐴𝐽𝐵
̅̅ ̅̅ ̅) ,                         (10.1.18) 

dengan mensubstitusikan persamanaan (3.18), (10.1.15), (10.1.16) dan (10.1.17) ke 

(10.1.18) maka diperoleh  

𝐿 ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 = √(𝐴 + 𝐵 + 𝐶). (−𝐴 + 𝐵 + 𝐶). (𝐴 − 𝐵 + 𝐶). (𝐴 + 𝐵 − 𝐶)          

= √(−𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2 + 2𝐵𝐶). (𝐴2 − 𝐵2 − 𝐶2 + 2𝐵𝐶) 

𝐿 ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 = √−𝐴4 − 𝐵4 − 𝐶4 + 2𝐴2𝐵2 + 2𝐴2𝐶2 + 2𝐵2𝐶2 .              (10.1.19) 

Substitusikan persamaan (3.18), (10.1.15), dan (10.1.16)  ke (10.1.19) maka diperoleh 

𝐿 ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 = (−
𝑎4𝑏2𝑐2

(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)2(𝑎 − 𝑏 + 𝑐)2
−

𝑎2𝑏4𝑐2

(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)2(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2
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     −
𝑎2𝑏2𝑐4

(𝑎 − 𝑏 + 𝑐)2(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2
 

      +
2𝑎3𝑏3𝑐2

(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)2(𝑎 − 𝑏 + 𝑐)(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
 

      +
2𝑎3𝑏2𝑐3

(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑎 − 𝑏 + 𝑐)2(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
 

      +
2𝑎2𝑏3𝑐3

(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2(𝑎 − 𝑏 + 𝑐)
)

1
2

                            (10.1.20) 

dengan menyamakan penyebut pada persamaan (10.1.20) maka diperoleh 

𝐿 ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 =
𝑎𝑏𝑐. √(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑎 − 𝑏 + 𝑐)

(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 − 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)
 , 

karena 𝑠 = 
𝑎+𝑏+𝑐

2
 maka  

𝐿 ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 =
𝑎𝑏𝑐. √2𝑠. 2(𝑠 − 𝑎). 2(𝑠 − 𝑏). 2(𝑠 − 𝑐)

8(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)
 

𝐿 ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 =
4𝑎𝑏𝑐. √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)

8(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)
 .                                       (10.1.21) 

Pada persamaan (10.1.5) nilai √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) merupakan nilai 𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶, maka 

dari persamaan (10.1.21) diperoleh 

 𝐿 ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 =
𝑎𝑏𝑐

2
𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶2

𝑠

. 𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶 

  =
𝑎𝑏𝑐. 𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶

2
.

𝑠

𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶2
 

 𝐿 ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 =
𝑎𝑏𝑐. 𝑠

2𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶
 .                                                                             (10.1.22) 

Dari persamaan (10.1.22) ditunjukkan bahwa nilai 𝐿 ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  adalah perkalian sisi-

sisi ∆𝐴𝐵𝐶 dengan setengah kelilingnya dibagi dua kali 𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶. 
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10.2.Perbandingan Jari-Jari  

Pada terdahulu  telah diperoleh perbandingan luas antara ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  dengan ∆𝐴𝐵𝐶. 

Selanjutnya pada subbab ini, akan ditentukan perbandingan jari-jari lingkaran dalam pada 

∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  dan ∆𝐴𝐵𝐶. Untuk lebih jelasnya perhatikan gambar 10.2.1 berikut 

 

                                            Gambar 10.2.1  

Lingkaran dengan titik pusat 𝐼𝑥 merupakan lingkaran dalam ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  dengan jari-jari 𝑟𝑥. 

Panjang 𝑟  adalah 

 𝑟 =
𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶

𝑠
                                                                                          (10.2.1) 

atau 

𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶 = 𝑟. 𝑠 .                                                                                      (10.2.2) 

 Untuk menentukan panjang jari-jari lingkaran dalam ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 , dengan menggunakan 

sisi-sisi ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  dan cara yang sama dalam memperoleh persamaan (10.2.1) diperoleh  

𝑟𝑥 =
𝐿 ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶

𝑠𝑥
 .                                                                                      (10.2.3) 

Substitusikan persamaan (10.1.22) ke (10.2.3) maka diperoleh 
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𝑟𝑥 =
𝑎𝑏𝑐. 𝑠.

1
2𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶
𝑠𝑥

                                                              

𝑟𝑥 =
𝑎𝑏𝑐. 𝑠

2𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶
.

1

𝑠𝑥
 .                                                                               (10.2.4) 

Substitusikan persamaan (3.28) ke (10.2.4) diperoleh 

𝑟𝑥 =
𝑎𝑏𝑐. 𝑠

2𝑟. 𝑠
.

1

𝑠𝑥
  

𝑟𝑥 =
𝑎𝑏𝑐

2𝑟. 𝑠𝑥
 .                                                                                             (10.2.5) 

Dari persamaan (10.2.5) ditunjukkan bahwa nilai jari-jari lingkaran dalam dari 

∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  adalah perkalian sisi-sisi ∆𝐴𝐵𝐶 dibagi dua kali setengah keliling ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  kali 

jari-jari lingkaran dalam ∆𝐴𝐵𝐶. Selanjutnya, tentukan circumcenter ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  misalkan 

titik 𝑂𝑥 sehingga diperoleh lingkaran luar dengan 𝑂𝑥 sebagai titik pusatnya. Kemudian 

akan ditentukan perbandingan jari-jari lingkaran luar antara ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  dengan ∆𝐴𝐵𝐶. 

Untuk lebih jelasnya perhatikan gambar berikut, 

  

                                           Gambar 10.2.2. 

𝐽𝐴  

𝐽𝐵  

𝐽𝐶  

𝑂𝑋  
𝑂 

𝑅𝑋  

𝑅 

𝐴 𝐵 

𝐶 
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Dari Gambar 10.2.2, lingkaran dengan titik pusat 𝑂𝑥 merupakan lingkaran luar ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 

dengan jari-jari 𝑅𝑥. Panjang 𝑅  adalah 

𝑅 =
𝑎𝑏𝑐

4𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶
 .                                                            (10.2.5) 

 Untuk menentukan panjang jari-jari lingkaran dalam ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶 , dengan menggunakan 

sisi-sisi ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  dan cara yang sama dalam memperoleh persamaan (10.2.6) diperoleh 

𝑅𝑥 =
2𝐴. 2𝐵. 2𝐶

4𝐿 ∆ 𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶
 .                                                         (10.2.7) 

Substitusikan persamaan (10.1.22) ke (10.2.7) diperoleh 

𝑅𝑥 =
2𝐴𝐵𝐶

𝑎𝑏𝑐. 𝑠.
1

2𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶

                                                  (10.2.8) 

dengan mengalikan 𝑎𝑏𝑐. 𝑠 .
1

2𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶
 dengan 

4

4
 maka dari persamaan (10.2.8) diperoleh 

𝑅𝑥 =
2𝐴𝐵𝐶

𝑎𝑏𝑐. 𝑠
2𝐿 ∆𝐴𝐵𝐶 .

4
4

 .                                                        (10.2.9) 

Substitusikan persamaan (10.2.6) ke (10.2.9) diperoleh 

𝑅𝑥 =
2𝐴𝐵𝐶

4𝑠. 𝑅
2

 

      =
2𝐴𝐵𝐶

4𝑠. 𝑅
. 2 

𝑅𝑥 =
𝐴𝐵𝐶

2𝑠. 𝑅
 .                                                                     (10.2.10) 

Dari persamaan (10.2.10) ditunjukkan bahwa nilai jari-jari lingkaran luar dari 

∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  adalah perkalian sisi-sisi ∆𝐽𝐴𝐽𝐵𝐽𝐶  dibagi setengah keliling ∆𝐴𝐵𝐶 kali jari-jari 

lingkaran luar ∆𝐴𝐵𝐶. 
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Latihan 13.  

1. Tunjukkan bahwa garis bagi A, garis bagi sudut luar dari B dan garis bagi sudut 

luar dari C berpotongan di satu titik. 

2. Perhatikan gambar 10.1.1 dan tunjukkan bahwa garis JA,B,JC adalah kolinear. 

3. Hitunglah luas segitiga JaJBJC dengan bebeapa alternative. 

4. Untuk sebarang segitiga siku-siku, berapakah perbandingan Jari-jari lingkaran dalam 

dan lingkaran luar antara segitiga excentral dan segitiga asal 

5. Berikan Alternatif untuk menghitung panjang RX 

6. Untuk sebarang segitiga siku-siku sama kaki, kontruksilah lingkaran singgung 

luarnya dan tentukan manakah lingkaran singgung luar yang mempunyai luas terbesar 

7. Perhatikan gambar di bawah ini 

 

Jika titik X adalah titik singgung lingkaran singgung luar pada sisi BC, dan buat garis 

AX dengan DT adalah diameter lingkaran kecil. Berapakah panjang DT. 

8. Perhatikan kembali gambar soal no 7 di atas, berapakah perbandingkan jari-jari 

lingkaran besar dan lingkaran kecil. 

9. Kembali untuk gambar soal no 7, berapakah luas segitiga AXC. 
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10. **)Perhatikan gambar disebelah yang 

kontruksinya sama dengan soal nomor 

10 latihan 20. Hitunglah masing-masing 

panjang jari-jari lingkaran tersebut 

11. Berapakah luas ∆𝐴′𝐵′𝐶′ dan ∆𝐴"𝐵"𝐶" 

(perhitungan mesti menggunakan 

panjang sisi AB = c, BC = a dan CA = b) 

 

 

12. Perhatikan gambar di bawah ini yang disebut titik gergonne pada irisan kerucut. 

 

Mengacu pada kontruksi titik gergonne pada segitiga, cobalah untuk merumuskan 

bagaimana cara mengkontruksi gergonne pada irisan kerucut tersebut. 

13. **). Kembali dengan memperhatikan gambar pada soal nomor 12. Berapakah luas 

segitiga V1V2V3  
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14. **). Kembali dengan memperhatikan gambar pada soal nomor 12. Berapakah luas 

segitiga C1C2C3  

15. Perhatikan lagi gambar soal nomor 12. Berapakah panjang jari-jari lingkaran yang 

melalui Q1Q2Q3. 

 

 

 

 

10.3. Luas Segitiga Titik Diagonal pada Segiempat Siklik 

Segitiga titik diagonal terbentuk dari segiempat konveks dimana sisi-sisinya tidak sama 

panjang dan tidak sejajar. Jika terdapat segiempat konveks ABCD, garis AD, BC bertemu 

dititik G, garis AC, BD bertemu dititik E dan garis AB, DC bertemu dititik F, maka 

segitiga EFG adalah segitiga titik diagonal.  Ilustrasi segitiga titik diagonal adalah seperti 

Gambar 10.3.1. 

 

Gambar 10.3.1.  

Selanjutnya, dibahas luas segitiga titik diagonal pada segiempat siklik. Pembahasan 

hanya meliputi segiempat siklik dan bentuk khusus dari segiempat siklik, trapesium 

(trapezoid) dan layang-layang (kite).  Berikut ini diberikan teorema luas segitiga titik 

diagonal pada segiempat siklik dan bentuk khusus dari segiempat siklik beserta. 

A

B

E

D C

F

G
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Pada bagian ini akan dibahas mengenai luas segitiga titik diagonal pada segiempat 

siklik.  Adapun luas segitiga titik diagonal dengan panjang semua sisi segiempat siklik 

diketahui dinyatakan dalam teorema berikut. 

Teorema 10.3.1. Jika a, b, c dan d adalah panjang sisi-sisi pada segiempat siklik, maka 

luas segitiga titik diagonal adalah 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
2𝑎𝑏𝑐𝑑𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷

|𝑎2 − 𝑐2||𝑏2 − 𝑑2|
 

dengan 

𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷 = √(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)(𝑠 − 𝑑) 

dan 

𝑠 =
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

2
. 

Perhatikan Gambar 10.3.2. 

 

Gambar 10.3.2.  

Bukti. Perhatikan Gambar 10.3.2, diberikan ∆𝐴𝐵𝐶, ∆𝐴𝐷𝐶, ∆𝐵𝐴𝐷 dan ∆𝐵𝐶𝐷, sehingga 

diperoleh 

 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 + L∆𝐴𝐷𝐶 = 𝐿∆𝐵𝐴𝐷 + L∆𝐵𝐶𝐷.                                                       (10.3.1) 

Perhatikan ∆𝐸𝐹𝐺, maka 
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 𝐿∆𝐸𝐹𝐺 = 𝐿∆𝐹𝐺𝐶 + 𝐿∆𝐹𝐶𝐸 + 𝐿∆𝐺𝐶𝐸.                                      (10.3.2) 

Karena 𝐿∆𝐹𝐺𝐶, 𝐿∆𝐹𝐶𝐸 dan 𝐿∆𝐺𝐶𝐸 belum diketahui, maka akan dicari terlebih 

dahulu 𝐿∆𝐹𝐺𝐶, 𝐿∆𝐹𝐶𝐸 dan 𝐿∆𝐺𝐶𝐸. Adapun perbandingan luas ∆𝐹𝐺𝐶 dan ∆𝐺𝐶𝐷 

dengan tinggi t1 adalah 

 
𝐿∆𝐹𝐺𝐶

𝐿∆𝐺𝐶𝐷
=

1
2 𝑡1𝐹𝐶

1
2 𝑡1𝐷𝐶

 

 
𝐿∆𝐹𝐺𝐶

𝐿∆𝐺𝐶𝐷
=

𝐹𝐶

𝐷𝐶
.                                                                          (10.3.3) 

Selanjutnya perbandingan luas ∆𝐹𝐶𝐴 dan ∆𝐴𝐷𝐶 dengan tinggi t2 adalah 

 
𝐿∆𝐹𝐶𝐴

𝐿∆𝐴𝐷𝐶
=

1
2 𝑡2𝐹𝐶

1
2 𝑡2𝐷𝐶

 

 
𝐿∆𝐹𝐶𝐴

𝐿∆𝐴𝐷𝐶
=

𝐹𝐶

𝐷𝐶
.                                                                         (10.3.4) 

Dari persamaan (10.3.3) dan (10.3.4) diperoleh 

 
𝐿∆𝐹𝐺𝐶

𝐿∆𝐺𝐶𝐷
=

𝐿∆𝐹𝐶𝐴

𝐿∆𝐴𝐷𝐶
 

 𝐿∆𝐹𝐺𝐶 =
𝐿∆𝐺𝐶𝐷 × 𝐿∆𝐹𝐶𝐴

𝐿∆𝐴𝐷𝐶
.                                         (10.3.5) 

Dengan menggunakan cara yang sama seperti memperoleh persamaan (10.3.5), maka 

𝐿∆𝐹𝐶𝐸 dan 𝐿∆𝐺𝐶𝐸 adalah 

 𝐿∆𝐹𝐶𝐸 =
𝐿∆𝐹𝐶𝐴 × 𝐿∆𝐶𝐸𝐵

𝐿∆𝐴𝐵𝐶
                                            (10.3.6) 

 𝐿∆𝐺𝐶𝐸 =
𝐿∆𝐶𝐸𝐵 × 𝐿∆𝐺𝐶𝐷

𝐿∆𝐵𝐶𝐷
.                                           (10.3.7) 

Selanjutnya, karena 𝐿∆𝐹𝐶𝐴, 𝐿∆𝐶𝐸𝐵 dan 𝐿∆𝐺𝐶𝐷 juga belum diketahui, maka akan dicari 

𝐿∆𝐹𝐶𝐴, 𝐿∆𝐶𝐸𝐵 dan 𝐿∆𝐺𝐶𝐷. Dengan menggunakan perbandingan luas segitiga pada 

∆𝐹𝐶𝐴 dan ∆𝐴𝐷𝐶 dengan tinggi t2, diperoleh 
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𝐿∆𝐹𝐶𝐴

𝐿∆𝐴𝐷𝐶
=

1
2 𝑡2𝐹𝐶

1
2 𝑡2𝐷𝐶

 

 
𝐿∆𝐹𝐶𝐴

𝐿∆𝐴𝐷𝐶
=

𝐹𝐶

𝐷𝐶
.                                                                               (10.3.8) 

Selanjutnya perbandingan luas ∆𝐹𝐶𝐵 dan ∆𝐵𝐶𝐷 dengan tinggi t3 adalah 

𝐿∆𝐹𝐶𝐵

𝐿∆𝐵𝐶𝐷
=

1
2

𝑡2𝐹𝐶

1
2 𝑡2𝐷𝐶

.                                                                 (10.3.9) 

Persamaaan (10.3.9) dapat disederhanakan menjadi 

                                     
𝐿∆𝐹𝐶𝐵

𝐿∆𝐵𝐶𝐷
=

𝐹𝐶

𝐷𝐶
.                                                                        (10.3.10) 

Dari persamaan (10.3.8) dan (10.3.10) diperoleh 

                                     
𝐿∆𝐹𝐶𝐴

𝐿∆𝐴𝐷𝐶
=

𝐿∆𝐹𝐶𝐵

𝐿∆𝐵𝐶𝐷
.                                                           

Karena 𝐿∆𝐹𝐶𝐵 = 𝐿∆𝐹𝐶𝐴 − 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 (lihat Gambar 10.3.1), maka  

                                     
𝐿∆𝐹𝐶𝐴

𝐿∆𝐴𝐷𝐶
=

𝐿∆𝐹𝐶𝐴 − 𝐿∆𝐴𝐵𝐶

𝐿∆𝐵𝐶𝐷
 

                  𝐿∆𝐹𝐶𝐴 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 = 𝐿∆𝐹𝐶𝐴 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 

𝐿∆𝐹𝐶𝐴(𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷) = 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 

                                     𝐿∆𝐹𝐶𝐴 =
𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶

𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷
.                                         (10.3.11) 

Dengan menggunakan cara yang sama untuk memperoleh persamaan (10.3.11), maka 

𝐿∆𝐶𝐸𝐵 dan 𝐿∆𝐺𝐶𝐷 adalah 

                                     𝐿∆𝐶𝐸𝐵 =
𝐿∆𝐵𝐶𝐷 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶

𝐿∆𝐴𝐷𝐶 + 𝐿∆𝐴𝐵𝐶
                                          (10.3.12) 

                                    𝐿∆𝐺𝐶𝐷 =
𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷
.                                         (10.3.13) 
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Substitusikan persamaan (10.3.11), (10.3.12) dan (10.3.13) pada persamaan (10.3.5), 

(10.3.6) dan (10.3.7), kemudian substitusikan pada persamaan (10.3.2), sehingga 

diperoleh 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
(

𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷
𝐿∆𝐴𝐵𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷) (

𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶
𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷)

𝐿∆𝐴𝐷𝐶
 

                +
(

𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶
𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷) (

𝐿∆𝐵𝐶𝐷 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶
𝐿∆𝐴𝐷𝐶 + 𝐿∆𝐴𝐵𝐶)

𝐿∆𝐴𝐵𝐶
 

                + 
(

𝐿∆𝐵𝐶𝐷 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶
𝐿∆𝐴𝐷𝐶 + 𝐿∆𝐴𝐵𝐶

) (
𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷
𝐿∆𝐴𝐵𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷

)

𝐿∆𝐵𝐶𝐷
.     (10.3.14) 

Misalkan ℎ = 𝐿∆𝐴𝐷𝐶, 𝑖 = 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 dan 𝑗 = 𝐿∆𝐴𝐵𝐶, maka persamaan (10.3.14) menjadi 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
(

ℎ × 𝑖
𝑗 − 𝑖 ) (

ℎ × 𝑗
ℎ − 𝑖

)

ℎ
+

(
ℎ × 𝑗
ℎ − 𝑖

) (
𝑖 × 𝑗
ℎ + 𝑗

)

𝑗
 +

(
𝑖 × 𝑗
ℎ + 𝑗

) (
ℎ × 𝑖
𝑗 − 𝑖 )

𝑖
 

               =
ℎ2𝑖𝑗

ℎ(𝑗 − 𝑖)(ℎ − 𝑖)
+

ℎ𝑖𝑗2

𝑗(ℎ − 𝑖)(ℎ + 𝑗)
+

ℎ𝑖2𝑗

𝑖(ℎ + 𝑗)(𝑗 − 𝑖)
 

               =
ℎ𝑖𝑗(ℎ + 𝑗) + ℎ𝑖𝑗(𝑗 − 𝑖) + ℎ𝑖𝑗(ℎ − 𝑖)

(ℎ + 𝑗)(𝑗 − 𝑖)(ℎ − 𝑖)
 

               =
ℎ2𝑖𝑗 + ℎ𝑖𝑗2 + ℎ𝑖𝑗2 − ℎ𝑖2𝑗 + ℎ2𝑖𝑗 − ℎ𝑖2𝑗

(ℎ + 𝑗)(𝑗 − 𝑖)(ℎ − 𝑖)
 

               =
2ℎ𝑖𝑗(ℎ + 𝑗 − 𝑖)

(ℎ + 𝑗)(𝑗 − 𝑖)(ℎ − 𝑖)
 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
2 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶(𝐿∆𝐴𝐷𝐶 + 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷)

(𝐿∆𝐴𝐷𝐶 + 𝐿∆𝐴𝐵𝐶)(𝐿∆𝐴𝐵𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷)(𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷)
. 

Berdasarkan persamaan (10.3.1) diperoleh 𝐿∆𝐵𝐴𝐷 = 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 + 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷, 

maka  

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
2 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐴𝐷

(𝐿∆𝐴𝐷𝐶 + 𝐿∆𝐴𝐵𝐶)(𝐿∆𝐴𝐵𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷)(𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷)
.     (10.3.15) 

Berdasarkan persamaan (2.7), maka persamaan (10.3.15) menjadi 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
2 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐴𝐷

𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷(𝐿∆𝐴𝐵𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷)(𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷)
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              =
2

𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷
× 

               
𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐴𝐷

(𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 + 𝐿∆𝐵𝐶𝐷2)
 

              =
2 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐴𝐷

𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷(𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷(𝐿∆𝐴𝐵𝐶 + 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷))
 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
2 × ∆𝐴𝐷𝐶 × ∆𝐵𝐶𝐷 × ∆𝐴𝐵𝐶 × ∆𝐵𝐴𝐷

𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷(∆𝐴𝐵𝐶 × ∆𝐴𝐷𝐶 − ∆𝐵𝐶𝐷 × ∆𝐵𝐴𝐷)
.                                  (10.3.16) 

Perhatikan ∆𝐴𝐵𝐶 dan ∆𝐴𝐷𝐶 (lihat Gambar 10.3.2) dengan garis yang menghubungkan 

titik A dan C, dengan aturan kosinus diperoleh 

𝐴𝐶2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶 = 𝑐2 + 𝑑2 − 2𝑐𝑑𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐷𝐶.                         (10.3.17)                    

Dari teorema 2.2.2, maka ∠𝐴𝐷𝐶 = 180° − ∠𝐴𝐵𝐶, sehingga 

  𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐷𝐶 = 𝑐𝑜𝑠(180° − ∠𝐴𝐵𝐶)    

  𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐷𝐶 = 𝑐𝑜𝑠180°𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶 + 𝑠𝑖𝑛180°𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐵𝐶    

  𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐷𝐶 = −𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶.                                                       (10.3.18)      

Substitusikan persamaan (10.3.18) pada persamaan (10.3.17) diperoleh 

 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶 = 𝑐2 + 𝑑2 + 2𝑐𝑑𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶 

                             𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶 =
𝑎2 + 𝑏2−𝑐2 − 𝑑2

2𝑎𝑏 + 2𝑐𝑑
.                                                   (10.3.19) 

Kemudian substitusikan persamaan (10.3.19) pada rumus kosinus setengah sudut, 

                           
∠𝐴𝐵𝐶

2
= √

1+𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶

2
,     diperoleh 

2𝑐𝑜𝑠2∠
𝐴𝐵𝐶

2
= 1 + 𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶 

                 = 1 +
𝑎2 + 𝑏2−𝑐2 − 𝑑2

2𝑎𝑏 + 2𝑐𝑑
 

                 =
2𝑎𝑏 + 2𝑐𝑑 + 𝑎2 + 𝑏2−𝑐2 − 𝑑2

2𝑎𝑏 + 2𝑐𝑑
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2𝑐𝑜𝑠2∠
𝐴𝐵𝐶

2
=

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑑)(𝑎 + 𝑏 + 𝑑 − 𝑐)

2𝑎𝑏 + 2𝑐𝑑
.             (10.3.20) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.20) dan (2.21) pada persamaan (10.3.20), maka 

persamaan (10.3.20) menjadi 

2𝑐𝑜𝑠2∠
𝐴𝐵𝐶

2
=

(2𝑠 − 𝑑 − 𝑑)(2𝑠 − 𝑐 − 𝑐)

2𝑎𝑏 + 2𝑐𝑑
.                   (10.3.21)  

Persamaan (10.3.21) dapat disederhanakan menjadi 

2𝑐𝑜𝑠2∠
𝐴𝐵𝐶

2
=

(2𝑠 − 2𝑑)(2𝑠 − 2𝑐)

2(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑)
 

                 =
4(𝑠 − 𝑑)(𝑠 − 𝑐)

2(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑)
 

  𝑐𝑜𝑠∠
𝐴𝐵𝐶

2
= √

(𝑠 − 𝑑)(𝑠 − 𝑐)

𝑎𝑏 + 𝑐𝑑
,                                              (10.3.22) 

dengan 𝑠 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑). Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (10.3.19) 

pada rumus sinus setengah sudut 

                   𝑠𝑖𝑛
∠𝐴𝐵𝐶

2
= √

1−𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶

2
,  

diperoleh 

                 2𝑠𝑖𝑛2∠
𝐴𝐵𝐶

2
= 1 − 𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶 

                                       = 1 −
𝑎2+𝑏2−𝑐2−𝑑2

2𝑎𝑏+2𝑐𝑑
 

                                       =
2𝑎𝑏+2𝑐𝑑−𝑎2−𝑏2+𝑐2+𝑑2

2𝑎𝑏+2𝑐𝑑
 

 2𝑠𝑖𝑛2∠
𝐴𝐵𝐶

2
 =

(𝑏 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑎)(𝑎 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑏)

2𝑎𝑏 + 2𝑐𝑑
.         (10.3.23)) 

Substitusikan persamaan (2.18) dan (2.19) pada persamaan (10.3.23)), maka 

 2𝑠𝑖𝑛2∠
𝐴𝐵𝐶

2
 =

(2𝑠 − 𝑎 − 𝑎)(2𝑠 − 𝑏 − 𝑏)

2𝑎𝑏 + 2𝑐𝑑
  

                  =
(2𝑠 − 2𝑎)(2𝑠 − 2𝑏)

2(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑)
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                  =
4(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)

2(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑)
                                             

      𝑠𝑖𝑛∠
𝐴𝐵𝐶

2
= √

(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)

𝑎𝑏 + 𝑐𝑑
.                                       (10.3.24) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (10.3.22) dan (10.3.24) pada rumus sinus sudut 

rangkap, 2𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐵𝐶 = 𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐵𝐶𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶, diperoleh 

      𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐵𝐶 = 2𝑠𝑖𝑛∠
𝐴𝐵𝐶

2
𝑐𝑜𝑠∠

𝐴𝐵𝐶

2
                                               

𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐵𝐶 = 2√
(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)

𝑎𝑏 + 𝑐𝑑
√

(𝑠 − 𝑑)(𝑠 − 𝑐)

𝑎𝑏 + 𝑐𝑑
 

      𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐵𝐶

=
2√(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)(𝑠 − 𝑑)

𝑎𝑏 + 𝑐𝑑
.                               (10.3.25) 

Dengan menggunakan cara yang sama untuk memperoleh persamaan (10.3.25), maka 

diperoleh 

      𝑠𝑖𝑛∠𝐵𝐴𝐷 =
2√(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)(𝑠 − 𝑑)

𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
.      (10.3.26) 

Berdasarkan teorema 2.2.2, maka diperoleh 𝑠𝑖𝑛∠𝐵𝐴𝐷 = 𝑠𝑖𝑛∠𝐵𝐶𝐷 dan 𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐵𝐶 =

𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐷𝐶.  Dari persamaan (10.3.25) dan (10.3.26), maka fungsi trigonometri untuk 

rumus sudut pada segiempat siklik ABCD adalah : 

𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐵𝐶 =
2𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
 dan  𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐵𝐶 =

2𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑎𝑏 + 𝑐𝑑
   dengan   𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷  adalah 

𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷 = √(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)(𝑠 − 𝑑).  Gunakan persamaan (10.3.16) dan rumus 

luas segitiga pada ∆𝐴𝐷𝐶, ∆𝐵𝐶𝐷, ∆𝐴𝐵𝐶 dan ∆𝐵𝐴𝐷, maka diperoleh 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
2 ×

𝑐𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐷𝐶
2 ×

𝑏𝑐𝑠𝑖𝑛∠𝐵𝐶𝐷
2 ×

𝑎𝑏𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐵𝐶
2 ×

𝑎𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐵𝐴𝐷
2

𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷 (
𝑎𝑏𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐵𝐶

2 ×
𝑐𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐴𝐷𝐶

2 −
𝑏𝑐𝑠𝑖𝑛∠𝐵𝐶𝐷

2 ×
𝑎𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐵𝐴𝐷

2 )
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               =

𝑎2𝑏2𝑐2𝑑2

8 𝑠𝑖𝑛2∠𝐵𝐴𝐷 𝑠𝑖𝑛2∠𝐴𝐵𝐶

𝑎𝑏𝑐𝑑
4 𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷(𝑠𝑖𝑛2∠𝐴𝐵𝐶 − 𝑠𝑖𝑛2∠𝐵𝐴𝐷)

                                        

               =

𝑎𝑏𝑐𝑑
2 𝑠𝑖𝑛2∠𝐵𝐴𝐷 𝑠𝑖𝑛2∠𝐴𝐵𝐶

𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷(𝑠𝑖𝑛2∠𝐴𝐵𝐶 − 𝑠𝑖𝑛2∠𝐵𝐴𝐷)
.                                              (10.3.27) 

Persamaan (10.3.26) dapat disederhanakan menjadi 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =

𝑎𝑏𝑐𝑑
2

𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷 (
1

𝑠𝑖𝑛2∠𝐵𝐴𝐷
−

1
𝑠𝑖𝑛2∠𝐴𝐵𝐶

)
 

               =

𝑎𝑏𝑐𝑑
2

𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷
4𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷2 ((𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)2 − (𝑎𝑏 + 𝑐𝑑)2)

 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
2𝑎𝑏𝑐𝑑𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷

(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)2 − (𝑎𝑏 + 𝑐𝑑)2
. 

        Karena tidak diketahui sisi mana yang lebih panjang, maka diberi nilai mutlak pada 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺, sehingga diperoleh 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 = |
2𝑎𝑏𝑐𝑑𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷

(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑)2 − (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)2
| 

               = |
2𝑎𝑏𝑐𝑑𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷

(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 − 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)
| 

               = |
2𝑎𝑏𝑐𝑑𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷

(𝑎 + 𝑐)(𝑏 + 𝑑)(𝑎 − 𝑐)(𝑏 − 𝑑)
| 

               = |
2𝑎𝑏𝑐𝑑𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷

(𝑎2 − 𝑐2)(𝑏2 − 𝑑2)
| 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
2𝑎𝑏𝑐𝑑𝐿□𝐴𝐵𝐶𝐷

|𝑎2 − 𝑐2||𝑏2 − 𝑑2|
.                                                                                         ■ 

           Secara umum, untuk menentukan luas segitiga titik diagonal pada segiempat 

konveks berlaku rumus pada persamaan (10.3.15).  Kasus khusus untuk luas segitiga titik 
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diagonal tidak berlaku pada trapesium karena terdapat dua buah sisi yang berhadapan 

sama panjang.  Tetapi pada layang-layang luas segitiga titik diagonal berlaku.  Karena itu 

akan ditunjukkan bahwa pada trapesium tidak terdapat segitiga titik diagonal dengan 

membuktikan sebuah teorema. Trapesium yang akan dibahas adalah trapesium sama kaki 

yang merupakan bentuk khusus dari segiempat siklik.  Berikut teorema 3.2.1 beserta 

pembuktiannya. 

 

 

 

 

 

10.4. Luas Segitiga Titik Diagonal pada Trapesium dan Layang-Layang 

 Luas Segitiga Titik Diagonal pada Trapesium 

Pada bagian ini akan dibahas mengenai luas segitiga titik diagonal pada trapesium, 

dimana trapesium ini adalah trapesium sama kaki, trapesium sama kaki ini juga 

merupakan segiempat siklik sehingga trapesium ini memuat lingkaran luar.    

Pada persamaan (10.3.15), jika 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 = 𝐿∆𝐵𝐴𝐷 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷, maka luas 

segitiga titik diagonal tidak memenuhi.  Untuk membuktikan luas segitiga titik diagonal 

tidak berlaku pada trapesium sama kaki, maka akan ditunjukkan bahwa pada trapesium 

sama kaki berlaku 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 = 𝐿∆𝐵𝐴𝐷 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷. Berikut ini adalah teorema 

tentang 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 = 𝐿∆𝐵𝐴𝐷 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 berlaku pada trapesium sama kaki. 

Teorema \10.4.1 Segiempat konveks adalah trapesium jika dan hanya jika hasil kali luas 

segitiga yang terbentuk dari salah satu diagonal trapesium adalah sama dengan hasil kali 

luas segitiga yang terbentuk dari diagonal lainnya.  

Bukti. Perhatikan Gambar 10.4.1, gunakan rumus luas segitiga pada ∆𝐴𝐵𝐶, ∆𝐴𝐷𝐶, 

∆𝐵𝐴𝐷 dan  ∆𝐵𝐶𝐷. Adapun 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 dengan tinggi t1 adalah 

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝑎𝑡1.                                                                  (10.4.1) 
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Gambar 10.4.1 

Dengan menggunakan sinus pada ∠𝐵, maka diperoleh 

                                  𝑠𝑖𝑛∠𝐵 =
𝑡1

𝑏
 

  𝑡1 = 𝑏𝑠𝑖𝑛∠𝐵.                                                                       (10.4.2) 

Substitusikan persamaan (10.4.2) pada persamaan (10.4.1) sehingga diperoleh 

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝑎𝑏𝑠𝑖𝑛∠𝐵.                                                                 (10.4.3) 

Dengan menggunakan cara yang sama seperti memperoleh persamaan (10.4.3) maka 

diperoleh 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 dengan tinggi t2, 𝐿∆𝐵𝐴𝐷 dengan tinggi t3 dan 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 dengan tinggi t4 

adalah 

                     𝐿∆𝐴𝐷𝐶 =
1

2
𝑐𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐷                                             (10.4.4) 

                     𝐿∆𝐵𝐴𝐷 =
1

2
𝑎𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐴                                             (10.4.5) 

                     𝐿∆𝐵𝐶𝐷 =
1

2
𝑏𝑐𝑠𝑖𝑛∠𝐶.                                             (10.4.6) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (10.4.3), (10.4.4), (10.4.5) dan (10.4.6) pada 

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 = 𝐿∆𝐵𝐴𝐷 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷, maka diperoleh 

                                   𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 = 𝐿∆𝐵𝐴𝐷 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 

                             
𝑎𝑏𝑠𝑖𝑛∠𝐵

2
×

𝑐𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐷

2
=

𝑎𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐴

2
×

𝑏𝑐𝑠𝑖𝑛∠𝐶

2
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𝑎𝑏𝑐𝑑

4
(𝑠𝑖𝑛∠𝐵 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐷) =

𝑎𝑏𝑐𝑑

4
(𝑠𝑖𝑛∠𝐴 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐶) 

                                   𝑠𝑖𝑛∠𝐵 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐷 = 𝑠𝑖𝑛∠𝐴 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐶.                                      (10.4.7) 

Adapun rumus identitas trigonometri 𝑠𝑖𝑛∠𝐵 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐷 dan 𝑠𝑖𝑛∠𝐴 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐶 adalah 

sebagai berikut 

         𝑠𝑖𝑛∠𝐵 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐷 =
1

2
(cos(∠𝐵 − ∠𝐷) − cos(∠𝐵 + ∠𝐷))                          (10.4.8) 

          𝑠𝑖𝑛∠𝐴 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐶 =
1

2
(cos(∠𝐴 − ∠𝐶) − cos(∠𝐴 + ∠𝐶)).                         (10.4.9) 

Substitusikan persamaan (10.4.8) dan (10.4.9) pada persamaan (10.4.7), maka persamaan 

(10.4.7) menjadi 

1

2
(cos(∠𝐵 − ∠𝐷) − cos(∠𝐵 + ∠𝐷)) =

1

2
(cos(∠𝐴 − ∠𝐶) − cos(∠𝐴 + ∠𝐶)) 

Karena trapesium sama kaki merupakan siklik, maka jumlah sudut yang berhadapan 

180°, sehingga diperoleh cos(∠𝐵 + ∠𝐷) = cos(∠𝐴 + ∠𝐶), maka 

1

2
(cos(∠𝐵 − ∠𝐷) − cos(∠𝐴 + ∠𝐶)) =

1

2
(cos(∠𝐴 − ∠𝐶) − cos(∠𝐴 + ∠𝐶)) 

                                     
1

2
cos(∠𝐵 − ∠𝐷) =

1

2
cos(∠𝐴 − ∠𝐶) 

                                         cos(∠𝐵 − ∠𝐷) = cos(∠𝐴 − ∠𝐶).                                    (10.4.10) 

Sehingga diperoleh 

                                        (∠𝐵 − ∠𝐷) = (∠𝐴 − ∠𝐶) 

                                            ∠𝐵 + ∠𝐶 = ∠𝐴 + ∠𝐷                                                      (10.4.11) 

                                                       ∠𝐴 = ∠𝐵 + ∠𝐶 − ∠𝐷.                                          (10.4.12) 

Pada kuadran ke-2 kosinus bernilai negative, maka persamaan (10.4.10) dapat dibuat 

menjadi 

                                  cos(∠𝐵 − ∠𝐷) = cos −(∠𝐴 − ∠𝐶).                                       

                                            ∠𝐵 − ∠𝐷 = −(∠𝐴 − ∠𝐶) 

                                                       ∠𝐴 = ∠𝐶 + ∠𝐷 − ∠𝐵.                                          (10.4.13) 

Karena garis 𝐴𝐵 dan 𝐶𝐷 sejajar, maka ∠𝐴𝐷𝐶 + ∠𝐷𝐴𝐵 = 180°. Sehingga dari 

persamaan (10.4.11) diperoleh 
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                                           ∠𝐵 + ∠𝐶 = ∠𝐴 + ∠𝐷 = 180°.                                       (10.4.14) 

Dari persamaan (10.4.12) dan (10.4.13) diperoleh 

                               ∠𝐵 + ∠𝐶 − ∠𝐷 = ∠𝐶 + ∠𝐷 − ∠𝐵 

                                     2∠𝐵 − 2∠𝐷 = 0 

                                                      ∠𝐵 = ∠𝐷.                                                                  (10.4.15) 

Substitusikan persamaan (10.4.15) pada persamaan (10.4.13) sehingga diperoleh 

                                                      ∠𝐴 = ∠𝐶 + ∠𝐷 − ∠𝐷                                

                                                      ∠𝐴 = ∠𝐶.                                                        

Dan karena ∠𝐴 = ∠𝐶, maka persamaan (10.4.14) dapat diubah menjadi 

                                           ∠𝐵 + ∠𝐴 = ∠𝐶 + ∠𝐷 = 180°.                                       (10.4.16) 

Dari persamaan (10.4.14) dan (10.4.16), maka diperoleh bahwa  𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 =

𝐿∆𝐵𝐴𝐷 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 berlaku untuk trapesium sama kaki sehingga terbukti tidak berlakunya 

rumus luas segitiga titik diagonal pada trapesium sama kaki dan juga tidak terbentuknya 

segitiga titik diagonal dikarenakan terdapat dua buah sisi berhadapan yang sama panjang. 

Selain itu diperoleh bahwa ∠𝐴, ∠𝐵, ∠𝐶 dan ∠𝐷 pada segiempat ABCD dapat membentuk 

sudut siku-siku atau 90°, sehingga garis 𝐵𝐶 ∥ 𝐴𝐷 dan garis 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷. Jadi, dapat 

disimpulkan bahwa 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 = 𝐿∆𝐵𝐴𝐷 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 juga berlaku pada segiempat 

dimana sisi-sisi yang berhadapan adalah sama panjang dan keempat sudut pada 

segiempat membentuk sudut 90°, seperti persegi dan persegi panjang. Ini berarti, pada 

persegi dan persegi panjang juga tidak terbentuk suatu segitiga titik diagonal.    

                        

                                                                                  

 Luas Segitiga Titik Diagonal pada Layang-layang 

Pada subbab ini akan dibahas mengenai luas segitiga titik diagonal pada layang-layang, 

dimana layang-layang ini adalah layang-layang siku-siku.  Seperti yang dijelaskan pada 

bab 1, layang-layang siku-siku ini juga merupakan segiempat siklik sehingga layang-

layang ini memuat lingkaran luar.  Layang-layang siku-siku terbentuk dari dua segitiga 

siku-siku yang kongruen, artinya terdapat dua sudut yang berhadapan adalah 90°. 
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Gambar 10.4.2.  

Perhatikan Gambar 10.4.2, misalkan  panjang sisi-sisi sebuah layang-layang siku-

siku ABCD adalah AB = a, BC = b, CD = c dan DA = d dan misalkan ∠𝐵 = ∠𝐷 = 90°.  

Berdasarkan Definisi 2.1.3, maka layang-layang siku-siku merupakan segiempat konveks 

sehingga 𝐿∆𝐸𝐹𝐺 pada layang-layang siku-siku ABCD berlaku untuk persamaan 

(10.3.15).  

Jika ditarik sebuah garis dari titik A ke titik C, sebut garis AC merupakan salah satu 

diagonal pada layang-layang siku-siku ABCD yang melewati titik pusat O, maka layang-

layang siku-siku ABCD terbagi menjadi dua buah segitiga pada lingkaran luar yang sama 

yaitu ∆𝐴𝐵𝐶 dan ∆𝐴𝐷𝐶, jadi luas layang-layang siku-siku ABCD adalah 𝐾 = 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 +

𝐿∆𝐴𝐵𝐶.  Sehingga persamaan (10.3.15) menjadi 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
2 × 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 × 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 × 𝐿∆𝐵𝐴𝐷

𝐾(𝐿∆𝐴𝐵𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷)(𝐿∆𝐴𝐷𝐶 − 𝐿∆𝐵𝐶𝐷)
.                                     (10.4.17) 

Adapun 𝐿∆𝐵𝐴𝐷 dengan tingginya garis t1 (lihat Gambar 10.4.2) adalah 

𝐿∆𝐵𝐴𝐷 =
1

2
𝑎𝑡1.                                                                (10.4.18) 

Dengan menggunakan sinus pada ∠𝐴, maka diperoleh 
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       𝑠𝑖𝑛∠𝐴 =
𝑡1

𝑑
 

  𝑡1 = 𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐴.                                                                     (10.4.19) 

Substitusikan persamaan (10.4.19) pada persamaan (10.4.18) sehingga diperoleh 

𝐿∆𝐵𝐴𝐷 =
1

2
𝑎𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐴                                                                  (10.4.20) 

Dengan menggunakan cara yang sama seperti memperoleh persamaan (10.4.20) maka 

diperoleh 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 dengan tinggi t2 adalah 

 𝐿∆𝐵𝐶𝐷 =
1

2
𝑏𝑐𝑠𝑖𝑛∠𝐶.                                                                 (10.4.21) 

Kemudian 𝐿∆𝐴𝐷𝐶 dengan tinggi garis CD dan 𝐿∆𝐴𝐵𝐶 dengan tinggi garis CB adalah 

𝐿∆𝐴𝐷𝐶 =
1

2
𝑐𝑑                                                                              (10.4.22) 

𝐿∆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝑎𝑏.                                                                             (10.4.23) 

Substitusikan persamaan  (10.4.20), (10.4.21), (10.4.22) dan (10.4.23) pada persamaan 

(10.4.17) diperoleh 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
2 ×

𝑐𝑑
2 ×

𝑏𝑐𝑠𝑖𝑛∠𝐶
2 ×

𝑎𝑏
2 ×

𝑎𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐴
2

𝐾 (
𝑎𝑏
2 ×

𝑐𝑑
2 −

𝑏𝑐𝑠𝑖𝑛∠𝐶
2 ×

𝑎𝑑𝑠𝑖𝑛∠𝐴
2 )

                                                  (10.4.24) 

Karena layang-layang ABCD merupakan siklik, maka 𝑠𝑖𝑛∠𝐴 = 𝑠𝑖𝑛∠𝐶 sehingga 

persamaan (10.4.24) disederhanakan menjadi 

            𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
𝑎4𝑏4

8
𝑠𝑖𝑛2∠𝐴

𝑎2𝑏2

4
𝐾(1−𝑠𝑖𝑛2∠𝐴)

                                                                               

                              =

𝑎2𝑏2

2 𝑠𝑖𝑛2∠𝐴

𝐾(1 − 𝑠𝑖𝑛2∠𝐴)
                                                                               

                             𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
𝑎2𝑏2

2

𝐾(
1

𝑠𝑖𝑛2∠𝐴
−1)

                                              (10.4.25) 

Selanjutnya, dengan menggunakan cara yang sama untuk mencari persamaan (10.3.26), 

maka fungsi trigonometri untuk rumus sudut pada layang-layang siku-siku 𝐴𝐵𝐶𝐷 adalah 
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               𝑠𝑖𝑛∠𝐴 =
2√(𝑠−𝑎)(𝑠−𝑏)(𝑠−𝑐)(𝑠−𝑑)

𝑎𝑑+𝑏𝑐
.                                          (10.4.26) 

Substitusikan 𝑠 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) pada persamaan (10.4.26), maka 

𝑠𝑖𝑛∠𝐴 =
2√(

𝑏 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑎
2 ) (

𝑎 + 𝑐 + 𝑑 − 𝑏
2 ) (

𝑎 + 𝑏 + 𝑑 − 𝑐
2 ) (

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑑
2 )

𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
 

            Pada layang-layang terdapat dua buah sisi yang sama panjang, yaitu 𝑎 = 𝑑 dan 

𝑏 = 𝑐, maka diperoleh 

𝑠𝑖𝑛∠𝐴 =
2√(

2𝑏
2 ) (

2𝑎
2 ) (

2𝑎
2 ) (

2𝑏
2 )

𝑎2 + 𝑐2
 

             =
2√𝑎2𝑏2

𝑎2 + 𝑐2
 

             =
2𝑎𝑏

𝑎2 + 𝑐2
                                                                                                          

𝑠𝑖𝑛∠𝐴 =
2𝐾

𝑎2 + 𝑐2
.                                                                                             (10.4.27) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (10.4.27) pada persamaan (10.4.25), maka  

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =

𝑎2𝑏2

2

𝐾 (
(𝑎2 + 𝑏2)2

4𝐾2 − 1)
 

               =

𝑎2𝑏2

2
1

4𝐾
((𝑎2 + 𝑏2)2 − 4𝐾2)

 

𝐿∆𝐸𝐹𝐺 =
2𝑎2𝑏2𝐾

(𝑎2 + 𝑏2)2 − 4𝐾2
.                                                                                             

Karena 𝑎 = 𝑑 dan 𝑏 = 𝑐, maka dapat juga disimpulkan bahwa segitiga titik 

diagonal pada layang-layang siku-siku merupakan segitiga titik diagonal sama kaki. 
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10.5. Beberapa Alternatif Bukti Teorema Simson 

Teorema Simson merupakan suatu teorema yang berlaku pada lingkaran luar segitiga 

(circumcircle).  Teorema ini menyatakan tiga titik potong yang segaris dan terbentuk dari 

perpotongan garis pada sisi-sisi segitiga.  Teorema Simson akan dibuktikan 

menggunakan tiga cara. Pembuktian pertama menggunakan garis yang sejajar.  

Pembuktian kedua menggunakan sudut bertolak belakang dan yang terakhir 

pembuktiannya menggunakan teorema Menelaus.  

Pada sebarang segitiga  ∆ABC. Ambil sebuah titik  dari masing-masing sisi ∆ABC 

sehingga membagi sisi-sisi ∆ABC sama panjang dan tarik garik yang tegak lurus dari titik 

tersebut.  Kemudian ketiga garis yang tegak lurus tersebut akan berpotongan di satu titik. 

Titik itu dinamakan titik circumcenter, sehingga  dapat dibuat lingkaran luar segitiga.  

Kemudian ambil sebarang titik pada lingkaran luar segitiga dan anggap titik 

tersebut titik P.  Tarik garis yang tegak lurus dari titik P ke masing-masing sisi pada 

∆ABC maka akan terbentuk titik potong pada masing-masing sisi ∆ABC yaitu titik X, Y, 

dan Z sehingga apabila dihubungkan titik X, Y, dan Z itu pasti segaris dan garis yang 

menghubungkan titik X, Y, dan Z dinamakan garis Simson.  Berikut diberikan teorema 

dengan beberapa alternatif buktinya. 

Teorema 10.5.1 (Teorema Simson) Diberikan sebarang  ∆ABC, dan titik P pada 

lingkaran luar segitiga, kemudian  X , Y, dan Z merupakan titik potong garis yang tegak 

lurus dari titik P ke masing-masing CB, BA, dan perpanjangan sisi AC pada ∆ABC.  

Sehingga bila di hubungkan, titik X , Y, dan Z segaris. 

Bukti : Alternatif 1.  

Pada alternatif 1 ini akan dibuktikan teorema Simson menggunakan garis sejajar.  Dua 

garis yang dipotong oleh sebuah garis dikatakan sejajar apabila terdapat dua sudut yang 

berhadapan, berseberangan luarnya atau berseberangan dalamnya sama besar.   Sehingga 

untuk membuktikan dua garis yang sejajar cukup dengan menunjukkan dua sudut yang 

bersesuaiannya sama besar berdasarkan postulat garis sejajar. 
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Pembuktian ini akan dilakukan dengan dua kasus, kasus pertama jika penarikan 

garis yang tegak lurus dari titik P ke masing-masing sisi segitiga tidak ada yang 

bersinggungan pada lingkaran, kasus kedua jika penarikan garis yang tegak lurus dari 

titik P ke masing-masing sisi segitiga ada yang bersinggungan pada lingkaran.  

Untuk Kasus pertama akan dibuktikan titik X, Y, dan Z segaris jika penarikan garis yang 

tegak lurus dari titik P ke masing-masing sisi segitiga tidak ada yang bersinggungan pada 

lingkaran. Perhatikan Gambar 10.5.1. 

 

Gambar 10.5.1.   

Perpanjang sisi PX sehingga berpotongan dengan lingkaran di titik K. Kemudian 

dari titik K hubungkan ke titik A, sehingga didapat garis AK merupakan garis bantu untuk 

membuktikan  X, Y, dan Z segaris.  Pertama, akan dibuktikan  XY // AK dengan 

menunjukkan PKA = PXY. Perhatikan Gambar 10.5.2. 

 

Gambar 10.5.2.   
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Pada Gambar 10.5.2, Hubungkan titik A, P, B, dan K sehingga terbentuk segiempat 

APBK. Menurut Definisi 2.3.1 segiempat APBK merupakan segiempat  

tali busur.  Sehingga dari segiempat tali busur APBK sehingga diperoleh 

PBA = PKA.                                            (10.5.1) 

Perhatikan Gambar 10.5.3. 

 

Gambar 10.5.3. 

Dari Gambar 10.5.3, diketahui bahwa segiempat APBK merupakan segiempat tali 

busur, buat sebuah lingkaran baru dengan diameter tali busur PB. didapat segiempat 

PBXY yang mana segiempat PBXY merupakan suatu segiempat tali busur. Dari segiempat 

tali busur PBXY diperoleh 

PBY = PXY.                                            (10.5.2) 

Diketahui PBA = PBY  maka persamaan (10.5.1)  dan (10.5.2) menjadi  

PKA = PXY. 

Jadi, diperoleh  PKA = PXY  maka terbukti  XY // AK. 

Kedua, akan dibuktikan YZ // AK dengan menunjukkan AZY  = CAK. 

Perhatikan Gambar 10.5.4. 

Pada Gambar 10.5.4, hubungkan titik A, B, K, dan C sehingga akan terbentuk 

segiempat ABKC.  Yang mana  segiempat ABKC merupakan Segiempat tali busur 

sehingga diperoleh 

APK = KBA.                                            (10.5.3) 

Selanjutnya perhatikan Gambar 10.5.5. 
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Gambar 10.5.4. 

 

Gambar 10.5.5.   

          Pada Gambar 10.5.5, diketahui bahwa segiempat APBK merupakan segiempat tali 

busur. Konstruksi lingkaran baru berdiameter tali busur AP sehingga akan terbentuk 

segiempat tali busur AZPY, sehingga diperoleh 

AZY  = APY.                                             (10.5.4) 

Perhatikan Gambar 10.5.6. 

 

Gambar 10.5.6.   

Pada Gambar 10.5.6, hubungkan titik A, B, K, dan C sehingga akan terbentuk 

segiempat ABKC.  sehingga segiempat ABKC merupakan Segiempat tali busur sehingga 

diperoleh 

CAK = KBC.                                            (10.5.5) 
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Perhatikan kembali Gambar 10.5.4, sehingga pada segiempat tali busur PBXY  

diperoleh 

YPX = XBY .                                           (10.5.6) 

Diketahui APK = APY + YPK  dan KBA = KBX + XBY maka persamaan 

(10.5.3) menjadi  

APY + YPK = KBX + XBY.                            (10.5.7) 

Selanjutnya, YPK  = YPX dan KBX  = KBC  karena merupakan sudut yang 

sama sehingga persamaan (10.5.7) menjadi    

APY + YPX = KBC + XBY.                            (10.5.8) 

Substitusikan persamaan (10.5.4), (10.5.5), dan (10.5.6) ke persamaan (10.5.8) diperoleh 

AZY = CAK. 

Karena AZY = CAK maka terbukti YZ // AK, diketahui XY // AK dan YZ // AK dapat 

disimpulkan bahwa X, Y, dan Z segaris.  

 Kemudian untuk kasus kedua akan dibuktikan titik X, Y dan Z segaris jika 

penarikan garis yang tegak lurus dari titik P ke masing-masing sisi segitiga ada yang 

bersinggungan pada lingkaran. Perhatikan Gambar 10.5.7. 

 

Gambar 10.5.7.   

Pada Gambar 10.5.7, perpanjang sisi PY sehingga berpotongan dengan lingkaran 

di titik T. Hubungkan titik T ke titik C, sehingga CT merupakan garis bantu untuk 
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membuktikan  X, Y, dan Z segaris. Pertama, akan dibuktikan XY // CT dengan 

menunjukkan TCB = BXY.  Perhatikan Gambar 10.5.8.  

 

Gambar 10.5.8.   

Pada Gambar 10.5.8, hubungkan titik P, B, T, dan C Sehingga terbentuk sebuah 

segiempat PBTC.  Menurut Definisi 2.3.1 segiempat PBTC merupakan segiempat tali 

busur, maka dengan menggunakan Teorema 2.3.1 diperoleh 

 BPT = TCB.                                            (10.5.9) 

Perhatikan Gambar 10.5.9. 

 

Gambar 10.5.9. 

 

Gambar 10.5.10.  

Dari Gambar 10.5.9, diketahui bahwa segiempat PBTC merupakan segiempat tali 

busur. Konstruksi sebuah lingkaran baru berdiameter tali busur PB, sehingga terbentuk 

segiempat tali busur PXBY,  sehingga  diperoleh 

BPY  = BXY.                                          (10.5.10) 
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Diketahui BPY dan BPT merupakan sudut yang sama, maka dari     persamaan 

(10.5.9) dan persamaan (10.5.10) diperoleh 

TCB = BXY. 

Diperoleh  TCB = BXY  maka  terbukti  XY // CT.  

Kedua, akan dibuktikan YZ // CT dengan menunjukkan AZY = ACT. 

Perhatikan Gambar 10.5.10. Hubungkan titik A ke titik P, didapat segiempat APCT. Yang 

mana segiempat APCT merupakan segiempat tali busur sehingga diperoleh 

ACT + APT = 1800.                                              (10.5.11) 

Perhatikan Gambar 10.5.11. diketahui segiempat APCT merupakan segiempat tali 

busur. Konstruksi lingkaran baru berdiameter tali busur AP sehingga diperoleh segiempat 

APYZ.  Yang mana segiempat APYZ merupakan segiempat tali busur, sehingga diperoleh 

 

Gambar 10.5.11.   

AZY + APY = 1800.                                              (10.5.12) 

Diketahui APY dan APT merupakan sudut yang sama, maka dari persamaan 

(10.5.11) dan (10.5.12)  diperoleh 

AZY = ACT. 

Diperoleh AZY =ACT, maka terbukti YZ // CT, karena XY // CT dan YZ // CT maka 

dapat disimpulkan bahwa X, Y, dan Z segaris.    ■ 
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Alternatif 2 

Pada alternatif pertama telah dibuktikan teorema Simson menggunakan garis yang 

sejajar. selanjutnya pada alternatif kedua ini akan dibuktikan teorema Simson dengan 

menunjukkan sudut bertolak belakang sama besar.  Dua sudut dikatakan bertolak 

belakang apabila kedua sudut tersebut terbentuk dari dua garis yang berpotongan di satu 

titik dan sudutnya bukan pasangan sudut yang segaris. Sehingga apabila diasumsikan 

pada salah satu garis tersebut terdapat 2 titik yang terletak sebarang maka kedua titik 

tersebut dan titik potong kedua garis tersebut segaris. Berikut akan dibuktikan teorema 

Simson dengan menunjukkan sudut bertolak belakang sama besar. 

Bukti : Perhatikan Gambar 10.5.12. 

 

Gambar 10.5.12.   

Pada Gambar 10.5.12, konstruksi lingkaran baru berdiameter tali busur PA  dan PB 

sehingga akan terbentuk segiempat  PZAY  dan  PBXY.  Yang mana segiempat PZAY dan 

PBXY merupakan segiempat tali busur, sehingga diperoleh diperoleh 

ZPA = AYZ                                            (10.5.13) 

dan 

BPX = BYX.                                           (10.5.14) 

Perhatikan Gambar 10.5.13. Akan dibuktikan AYZ = BYX  sehingga X, Y, dan 

Z segaris. Perhatikan Gambar 10.5.13, Segiempat APBC  merupakan segiempat tali 

busur, dengan menggunakan Teorema 2.3.2 diperoleh 

ACB  + BPX + APX = 1800 
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APX = 1800 - ( ACB  + BPX ).            (10.5.15) 

 

Gambar 10.5.13.   

Perhatikan Gambar 10.5.14. 

 

Gambar 10.5.14.   

Konstruksi lingkaran baru berdiameter tali busur CP, sehingga akan diperoleh 

segiempat ZPXC. Menurut Definisi 2.3.1 segiempat ZPXC merupakan segiempat tali 

busur,  dengan menggunakan Teorema 2.3.2 diperoleh 

ZCB  + ZPA + APX = 1800 

APX = 1800 - ( ZCB  + ZPA ).                  (10.5.16) 

Substitusikan persamaan (10.5.14) ke persamaan (10.5.15) diperoleh 

APX = 1800 - (ACB  + BYX ).                                                    (10.5.17) 
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Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (10.5.13) ke persamaan (10.5.16) 

diperoleh        

APX = 1800 - ( ZCB  + AYZ ).                                                     (10.5.18)  

Diketahui dari Gambar 10.5.16, ZCB  = ACB karena merupakan sudut yang sama 

sehingga dari persamaan (10.5.17) dan persamaan (10.5.18) diperoleh 

AYZ = BYX.  

Jadi, diperoleh AYZ = BYX, maka X, Y, dan Z segaris.                                      ■ 

 

Alternatif 3 

Pada alternatif pertama telah dibuktikan teorema Simson menggunakan garis yang 

sejajar, kemudian pada alternatif kedua telah dibuktikan teorema Simson menggunakan 

sudut bertolak belakang. Selanjutnya pada alternatif ketiga ini akan dibuktikan teorema 

Simson menggunakan teorema Menelaus. Teorema Menelaus merupakan suatu teorema 

pada geometri bidang yang menunjukkan titik-titik yang segaris pada segitiga. Sehingga 

dengan menggunakan teorema Menelaus tersebut penulis dapat membuktikan bahwa titik 

X, Y, dan Z segaris. Berikut akan dibuktikan teorema Simson menggunakan teorema 

Menelaus.   

Akan dibuktikan  1
ZA

CZ

XC

BX

YB

AY
 sehingga titik X, Y, dan Z segaris. 

Perhatikan Gambar 10.5.15. 

 

Gambar 10.5.15.   
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Hubungkan titik P ke A, titik P ke B dan titik P ke C. Sehingga AP, BP, dan CP 

merupakan sebuah garis bantu untuk membuktikan X, Y, dan Z segaris. Misalkan ACP 

= β dan PCB = α, dengan menggunakan Teorema 2.3.1 pada segiempat tali busur 

ACBP diperoleh 

ACP = PBA = β 

PCB = PAB = α. 

Kemudian diperoleh beberapa segitiga yang sebangun. Pertama, ∆ CZP ~ ∆ BYP  karena 

ZCP = YBP           (Sifat Segiempat Tali 

Busur) 

CZP  = BYP.                          (Sudut Siku-siku) 

 

Perbandingan sisi-sisi dari ∆ CZP ~ ∆ BYP diperoleh 

PZ

PY
 = 

CZ

BY
.                                                           (10.5.19) 

Kedua, ∆ AYP ~ ∆ CXP karena 

PAB  = PCB           (Sifat Segiempat Tali Busur) 

PXC  = PYA.                            (Sudut Siku-siku) 

Perbandingan sisi-sisi dari ∆ AYP ~ ∆ CXP diperoleh 

PY

PX
 = 

AY

CX
.                                                           (10.5.20) 

Ketiga, ∆ AZP ~ ∆ BXP karena 

PAZ = PBX 

PZA = PXB.                            (Sudut Siku-siku) 

Perbandingan sisi-sisi dari  ∆ BXP ~ ∆ AZP diperoleh 

PX

PZ
 = 

BX

AZ
.                                                     (10.5.21) 

Sehingga dengan mengalikan persamaan (10.5.19) , (10.5.20) dan (10.5.21) didapat 

CZ

BY
∙
AY

CX
∙
BX

AZ
 = 

PZ

PY
∙
PY

PX
∙
PX

PZ
                                                 

                                  
CZ

BY
∙

AY

CX
∙

BX

AZ
 = 1.                                                 (10.5.22) 
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 Segmen garis jika searah akan bernilai positif dan jika berlawanan arah akan 

bernilai negatif maka BY =  - YB, CX = - XC dan AZ = - ZA sehingga persamaan 

(10.5.22) menjadi 

AY

YB
∙
BX

XC
∙
CZ

ZA
 =  - 1.                                                                        

dapat disimpulkan bahwa X , Y, dan Z Segaris.                 ■ 

 

 Kasus Khusus 

Terdapat sebarang titik pada lingkaran luar segitiga, anggap titik P. Kemudian dari titik P 

tarik garis yang tegak lurus ke sisi BC, CA, dan AB pada ∆ABC sehingga akan 

berpotongan di titik X, Y, dan Z. Hubungkan titik X, Y, dan Z maka garis yang 

menghubungkan titik-titik tersebut dinamakan garis Simson. Kemudian apabila 

perpanjangan salah satu garis yang tegak lurus pada ∆ABC merupakan garis tinggi pada 

∆ABC maka garis singgung yang terbentuk dari salah satu                titik sudut yang 

dilalui perpanjangan salah satu garis tegak lurus dari titik P pada sisi ∆ABC itu akan 

sejajar dengan garis Simson. Untuk lebih jelasnya perhatian Gambar 10.5.16. 

 

Gambar 10.5.16 

Pada Gambar 10.5.16, anggap garis singgung yang terbentuk pada salah satu titik 

sudut pada ∆ABC itu adalah garis MC sehingga penulis akan menunjukkan bahwa garis 

MC sejajar dengan garis Simson. Untuk menunjukkan garis MC sejajar garis Simson, 

akan ditunjukkan MCA = YZA berdasarkan postulat garis sejajar.  Perhatikan 
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Gambar 10.5.17. Pada Gambar 10.5.17, hubungkan titik A, P, B, dan C didapat segiempat 

APBC.  Dengan segiempat APBC merupakan segiempat tali busur, sehingga diperoleh 

CBA = APC.                                           (10.5.23) 

 

 

Gambar 10.5.17 

Perhatikan Gambar 10.5.18. 

 

Gambar 10.5.18.   

Pada Gambar 10.5.18, konstruksi lingkaran baru berdiameter tali busur AP 

sehingga didapat segiempat AZPY. Yang mana segiempat    AZPY merupakan segiempat 

tali busur, sehingga diperoleh 

APY = YZA.                                          (10.5.24) 

Diketahui APY  dan APC sudut yang sama, maka dari persamaan (10.5.23) dan 

(10.5.24) diperoleh 
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CBA = YZA.                                          (10.5.25) 

Selanjutnya diperoleh  

MCA = CBA.                                         (10.5.26) 

Subtitusikan persamaan (10.5.25) ke persamaan (10.5.26) diperoleh 

MCA = YZA.   

Sehingga dapat disimpulkan, karena MCA = YZA maka garis MC sejajar dengan  

garis Simson.  

 

 

 

 

Latihan 14. 

1. Perhatikan gambar berikut 

 

Dengan menggunakan ukuran sudut, berikan alternatif bukti untuk teorema simson’s 

2. Gambar berikut merupakan lingkaran singgung luar untuk sebarang segi empat yang 

cara mengkontruksinya ada di latihan 20. Berapakah luas segitiga DEC dan luas 

segitiga BEC 
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3. *) Perhatikan juga gambar disoal no 3. Misalkan Jari-jari lingkaran tersebut masing-

masing menyentuk perpanjangan sisi AB dan AD di titik X dan Y. Hitunglah luas 

segiempat BXEC dan segiempat DYEC. 

 

4. Bila garis bagi A melalui titik C, apakah yang terjadi dengan perbandingan luas 

segitiga BEC dan DEC (buktikan secara jelas). 

5. *) Gunakan teorema simson untuk gambar di bawah ini 
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Hitunglah : 

a. Luas segitiga PYX 

b. Luas segitiga PXY 

6. *) Perhatikan gambar di bawah ini 

 

Misalkan R1, R2, R3 dan R4 masing-masing merupakan jari-jari lingkaran luar 

segitiga PAB, PBC, PCD dan PDA. Hitunglah panjang masing-masing jari-jarinya. 

7. **) Tunjukkan bahwa pada gambar di soal no 6 berlaku R1 + R2 = R3 + R4. 

8. **) Pada kasus seperti apakah akan berlaku R1 + R4 = R2 + R3. 

9. **). Perhatikan gambar berikut 
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Misalkan kita mempunyai sebarang segiempat konveks ABCD, ambil sebarang titik 

P di dalam segiempat tersebut, dan kemudian buat tingginya ke masing-masing sisi. 

Hitunglah masing-masing tingginya dengan menggunakan panjang sisi a,b,c dan d 

10. Tentukanlah luas beberapa buah segitiga dan segiempat yang dapat dibentuk pada 

gambar soal no 9 di atas. 

11. Kembali gunakan teorema simson’s untuk menghitung luas segitiga pada ke dua 

gambar di bawah ini. 

 

12. Perhatikan gambar di bawah ini 

 

Gunakan teorema simson untuk membuktikan luas segitiga uvr. 
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 Lingkaran Singgung Luar Pada 

Segiempat 

Lingkaran Singgung luar pada 

dasarnya kebanyakan baru dibahas 

untuk sebarang segitiga. Untuk 

sebarang segitiga senantiasa 

mempunyai lingkaran singgung 

luar, akan tetapi pada sebarang 

segiempat belum tentu mempunyai 

lingkaran singgung luar. Pada bab 

3.3 telah dibahas, eksistensi dan 

berbagai permasalah untuk 

segiempat yang mempunyai 

lingkaran singgung dalam.  

 

Pada bab ini akan dibahas segiempat konvek dengan syarat tertentu yang mempunyai 

lingkaran singgung luar. Memang sangat sulit mencari penggunaan lingkaran singgung 

luar pada suatu segi empat. Namun materi ini diberikan adalah untuk memperluas 

hasanah pemikiran dalam pengembangan geometri bidang. 

BAB 

11 
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 Lingkaran Singgung Luar Pada 

Segiempat 

11.1     Lingkaran Singgung Luar Segiempat dan Titik Gergonne 

Perhatikan Gambar 11.1.1, 

segiempat ABCD  mempunyai 

panjang sisi yang berbeda satu 

dengan lainnya.  Perpanjang 

semua sisi, maka sisi AB  dan 

CD  akan berpotongan di titik  

P  dan sisi AD  dan BC  akan 

berpotongan di titik Q .   

 

 

 

Gambar 11.1.1 

BCP  yang menyinggung sisi BC  pada segiempat ABCD , CDQ  yang 

menyinggung sisi CD  pada segiempat ABCD , ADP  yang menyinggung sisi AD  pada 

segiempat ABCD  dan ABQ  yang menyinggung sisi AB  pada segiempat ABCD . 

BAB 

11 
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Pada Gambar 11.1.1 pandang BCP , jika ditarik internal bisector untuk tiap 

sudut segitiga maka ketiga garis tersebut berpotongan di satu titik  aI  yang merupakan 

titik pusat lingkaran singgung dalam BCP  dan merupakan lingkaran singgung luar 

segiempat ABCD .  Selanjutnya pandang CDQ , jika ditarik internal bisector untuk tiap 

sudut segitiga, maka ketiga garis tersebut berpotongan di satu titik  bI  yang merupakan 

titik pusat lingkaran singgung dalam CDQ  dan merupakan lingkaran singgung luar 

segiempat ABCD .   

 

                                      Gambar 11.1.2 

Pada Gambar 11.1.2, lingkaran singgung luar yang terdapat pada segiempat 

ABCD  yaitu lingkaran singgung luar yang berpusat di aI , lingkaran singgung luar yang 

berpusat di bI , lingkaran singgung luar yang berpusat di cI  dan lingkaran singgung luar 

yang berpusat di dI .  Masing-masing bersinggungan dengan salah satu sisi segiempat.   
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Garis singgung lingkaran adalah sebarang garis yang sebidang dengan lingkaran 

dimana garis tersebut menyinggung lingkaran tepat pada satu titik yang disebut titik 

singgung.  Garis singgung lingkaran selalu tegak lurus dengan jari-jari tepat di titik 

singgungnya. 

Selanjutnya pada bab ini juga ditunjukkan kekonkurenan titik Gergonne pada 

segiempat konveks ABCD , dengan cara memisahkan lingkaran singgung luar segiempat 

ABCD  menjadi lingkaran dalam segitiga dan lingkaran luar segitiga.  Konkurensi titik 

Gergonne dalam pada BCP  dan CDQ  akan dibuktikan dengan menggunakan 

Teorema Ceva kasus I, sedangkan konkurensi titik Gergonne luar  pada ADP  dan 

ABQ  akan dibuktikan dengan menggunakan Teorema Ceva untuk kasus II, sehingga 

segiempat konveks ABCD  mempunyai empat titik Gergonne.   

Pada Gambar 11.1.2, dapat dilihat bahwa terdapat empat buah lingkaran singgung 

luar pada segiempat ABCD .  Jika semua sisi pada segiempat ABCD  diperpanjang maka 

akan ada dua sisi yang berpotongan yaitu di titik P  dan Q .  Apabila dilihat terdapat dua 

lingkaran singgung dalam segitiga ( BCP  dan CDQ ) dan dua lingkaran singgung luar 

segitiga ( ADP  dan ABQ ).  Kekonkurenan titik Gergonne segiempat ABCD   

dibuktikan dengan menggunakan Teorema kekonkurenan titik Gergonne pada segitiga. 

Misalkan sebarang segitiga dengan lingkaran yang berada didalamnya, lingkaran 

yang menyinggung ketiga sisi segitiga yang berpusat pada titik pusat lingkaran dalam 

(incenter), sehingga terdapat tiga titik singgung terhadap segitiga.  Apabila ditarik garis 

dari ketiga titik sudut segitiga terhadap titik singgung lingkaran dalam terhadap sisi 

segitiga tersebut maka ketiga garis tersebut akan berpotongan disatu titik (concurrent) 

yang disebut titik Gergonne. 

Selanjutnya dibuktikan kekonkurenan titik Gergonne untuk lingkaran singgung 

pertama pada segiempat ABCD  dengan menggunakan Teorema Ceva kasus 1 

(konkurensi titik berada di dalam segitiga). 
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Teorema 11.1.1 Di dalam segitiga garis yang dibentuk dari titik-titik puncak BCP  

yang dihubungkan dengan titik singgung lingkaran dalam pada sisi di hadapannya yaitu 

garis 
1PP , 

1CC  dan 
1BB   adalah konkuren jika dan hanya jika  

                                                    .1
1

1

1

1

1

1 
BP

CP

CB

PB

PC

BC
                                     (11.1.1) 

Bukti : 

 

                                           Gambar 11.1.3 

(⇒) Misalkan ketiga garis 1PP , 1CC  dan 1BB  konkuren di 1Ge , akan ditunjukkan 

persamaan (11.1.1) berlaku.  Pada Gambar 11.1.3, perhatikan 1BCC    dan PCC1  

dengan masing-masing alasnya 1BC  dan 1PC .  Dengan menggunakan Teorema 2.1.1 

yaitu Teorema Ceva kasus I, diperoleh 

                .
1

1

1

1

PCGeL

BCGeL

PC

BC




                                          (11.1.2) 

Perhatikan PBB1  dan 1BCB  dengan masing-masing alasnya 1PB  dan CB1 .  Dengan 

cara yang sama diperoleh 
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               .
1

1

1

1

BCGeL

PBGeL

CB

PB




                                               (11.1.3) 

Perhatikan PCP1  dan PBP1  dengan masing-masing alasnya 
1CP  dan .1BP  Dengan cara 

yang sama diperoleh 

             .
1

1

1

1

PBGeL

PCGeL

BP

CP




                                               (11.1.4) 

Dari persamaan (11.1.2), (11.1.3) dan (11.1.4) diperoleh 

 

,
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

PBGeL

PCGeL

BCGeL

PBGeL

PCGeL

BCGeL

BP

CP

CB

PB

PC

BC














  

                            .1
1

1

1

1

1

1 
BP

CP

CB

PB

PC

BC
 

(⇐) untuk membuktikan sebaliknya, jika diketahui persamaan (11.1.1), maka akan 

ditunjukkan bahwa ketiga garis 1PP , 1CC  dan 1BB  konkuren.  Untuk itu misalkan 1PP  

dan 
1BB  berpotongan di titik 

1Ge , selanjutnya buat garis 
1CGe  dan perpanjang sehingga 

memotong garis BP , katakan titik potongnya adalah 
'

1C , maka berlaku  

,1
1

1

1

1

'

1

'
1


BP

CP

CB

PB

PC

BC
 

          .
1

1

1

1

'

1

'
1

CP

BP

PB

CB

PC

BC
                                                     (11.1.5) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (11.1.3) dan (11.1.4) kepersamaan (11.1.5) 

diperoleh 

,
1

1

1

1

'

1

'
1

PCGeL

PBGeL

PBGeL

BCGeL

PC

BC









    

PCGeL

BCGeL

1

1




  .

1

1

PC

BC
  

Karena .
1

1

'

1

'
1

PC

BC

PC

BC
  dan hanya ada satu garis yang merupakan perpanjangan dari  C

yang memotong garis 1BB  dan 1PP  tepat di  ,1Ge  yaitu garis 1CC  maka 1

'

1 CC  .  

Sehingga garis 1PP , 1CC  dan 1BB  konkuren di 1Ge .           ∎ 
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Selanjutnya Dengan menggunakan cara yang sama, berlaku juga terhadap 

pembuktian konkurensi titik Gergonne 
2Ge  untuk lingkaran singgung kedua pada 

segiempat ,ABCD  dengan menggunakan Teorema Ceva kasus 1 (konkurensi titik berada 

di dalam segitiga). 

Kekonkurenan titik Gergonne untuk lingkaran singgung ketiga pada segiempat 

ABCD   dibuktikan dengan menggunakan Teorema Ceva kasus 2 (konkurensi titik berada 

di luar segitiga). 

Teorema 11.1.2  Pada segitiga ADP  garis yang dibentuk dari titik-titik singgung 

lingkaran luar segitiga ADP  terhadap titik sudut dihadapannya yaitu garis ,3PGe  1DD  

dan 1AA   maka ketiga garis tersebut adalah konkuren di 3Ge  jika dan hanya jika  

            .1
1

1

1

1

2

2 
DA

PA

PD

AD

AP

DP
                                 (11.1.6) 

Bukti :  (⇒) Misalkan ketiga garis 3PGe , 1DD  dan 1AA   konkuren di 3Ge  , akan 

ditunjukkan persamaan (11.1.6) berlaku.  Pada Gambar 11.1.4, perhatikan 2DPP   dan 

2APP  dengan masing-masing alasnya 2DP  dan 2AP .  Dengan menggunakan Teorema 

Ceva kasus II, diperoleh  

              .
3

3

2

2

PAGeL

PDGeL

AP

DP




                                            (11.1.7) 

Perhatikan 1ADD  dan PDD1  dengan masing-masing alasnya 1AD  dan PD1 , dengan 

cara yang sama maka diperoleh 

.
3

3

1

1

PDGeL

ADGeL

PD

AD




                                              (11.1.8)  

Perhatikan PAA1  dan DAA1  dengan masing-masing alasnya 1PA  dan DA1 , 

dengan cara yang sama maka diperoleh 

               .
3

3

1

1

ADGeL

PAGeL

DA

PA




                                            (11.1.9) 
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Gambar 11.1.4 

Dari persamaan (11.1.7), (11.1.8) dan (11.1.9) diperoleh 

,
3

3

3

3

3

3

1

1

1

1

2

2

ADGeL

PAGeL

PDGeL

ADGeL

PAGeL

PDGeL

DA

PA

PD

AD

AP

DP














  

           .1
1

1

1

1

2

2 
DA

PA

PD

AD

AP

DP
 

(⇐) untuk membuktikan sebaliknya, jika diketahui persamaan (11.1.6), maka akan 

ditunjukkan bahwa ketiga garis 3PGe , 1DD  dan 1AA  konkuren.  Untuk itu misalkan 

3PGe  dan AD  berpotongan dititik  
'

2P , maka berlaku 

,1
1

1

1

1

'

2

'

2 
DA

PA

PD

AD

AP

DP
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𝐺𝑒3 

D 

𝑃2 
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          .
1

1

1

1

'

2

'

2

PA

DA

AD

PD

AP

DP
                                                   (11.1.10 

 

Gambar 11.1.5:   

Sehingga diperoleh : 

,
3

3

3

3

'

2

'

2

PAGeL

ADGeL

ADGeL

PDGeL

AP

DP









   ,

3

3

PAGeL

PDGeL




        

           .
2

2

'

2

'

2

AP

DP

AP

DP
  
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Karena  .
2

2

'

2

'

2

AP

DP

AP

DP
   dan hanya ada satu garis yang merupakan perpanjangan dari P  

yang memotong garis 3PGe , 
1DD  dan 

1AA  tepat di  3Ge  yaitu garis 
2PP maka 2

'

2 PP  .  

Maka garis 3PGe , 
1DD  dan 

1AA  konkuren di 3Ge .          ∎ 

Selanjutnya Dengan menggunakan cara yang sama, berlaku juga terhadap 

pembuktian konkurensi titik Gergonne 
4Ge  untuk lingkaran singgung keempat pada 

segiempat ABCD  dengan menggunakan Teorema Ceva kasus 2 (Konkurensi titik berada 

di luar segitiga). 

Dari pembahasan di atas, terbukti bahwa segiempat konveks  𝐴𝐵𝐶𝐷 mempunyai 

empat buah titik Gergonne.  Yaitu titik Gergonne 1Ge  pada lingkaran singgung luar yang 

berpusat di aI , titik Gergonne 
2Ge  pada lingkaran singgung luar yang berpusat di bI , 

titik Gergonne 3Ge  pada lingkaran singgung luar yang berpusat di cI  dan titik Gergonne 

4Ge  pada lingkaran singgung luar yang berpusat di dI . 

 

 

11.2     Kolinieritas Titik Gergonne 

Titik Gergonne dari lingkaran singgung luar segiempat konveks  ABCD  yang saling 

berhadapan segaris (kolinier).  Misalnya titik Gergonne 1Ge  segaris dengan titik 

Gergonne ,3Ge  dan titik Gergonne 2Ge  segaris dengan titik Gergonne 4Ge .  Untuk 

menunjukkan titik Gergonne yang berhadapan segaris dapat digunakan Teorema 

Menelaus. 

Teorema 11.2.1 Jika diberikan sebuah ABQ  dengan titik P ,  1P  dan 2P  masing-

masing terletak pada sisi AB , QB  dan AQ .  Maka titik  P ,  1P  dan 2P  segaris jika dan 

hanya jika 

                                                    .1
2

2

1

1 
QP

AP

PA

BP

BP

QP
                                    (11.2.1) 



Geometri Lanjut                                                                                                                            421  
 

Bukti. 

 

Gambar 11.2.1 

(⇒) Misalkan titik-titik P ,  1P  dan 
2P  segaris, maka akan ditunjukkan persamaan 

(11.2.1) berlaku.  Dari Gambar 3.6, perpanjang garis dari titik B  ke sisi AQ  yang sejajar 

dengan sisi 2PP  sehingga perpanjangan garis tersebut akan memotong di titik 'B  pada 

sisi AQ , maka 2PP // 'BB .  Untuk lebih jelas perhatikan Gambar 11.2.1. 

Dari Gambar 11.2.1, karena 2PP //
'BB  maka BQBPQP '

12   (sudut sehadap), dan 

QPPQBB 2

'  , sehingga diperoleh 21PQP ~ 'QBB , maka didapat perbandingan 

sisinya 

              

.
'

2

2

1

1

BP

QP

BP

QP
  
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Gambar 11.2.1 

Kemudian karena 2PP // 'BB  maka PAPBAB 2

'   (sudut sehadap) dan  

ABBAPP '

2  , sehingga 2APP ~ 'ABB , didapat perbandingan sisinya 

            

.
2

2

'

AP

PB

PA

BP
  

Sehingga dengan menggunakan Teorema Menelaus diperoleh : 

,
2

2

2

2

'

'

2

2

2

2

1

1

QP

AP

AP

PB

BP

QP

QP

AP

PA

BP

BP

QP
  

,
2

2

2

'

2

'

2

2

2

2

1

1

QP

AP

AP

BP

BP

QP

QP

AP

PA

BP

BP

QP
  
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Segmen garis jika searah akan bernilai positif dan jika berlawanan akan bernilai negative, 

maka ,22 QPQP   sehingga menjadi  

.1
2

2

1

1 
QP

AP

PA

BP

BP

QP
 

(⇐)  Misalkan perbandingan hasil kali ketiganya bernilai -1.  Dan misalkan pula 

perpotongan 
2PP  dan QB  adalah 

'

1P , maka diperoleh 

.1
2

2

'

1

'

1 
QP

AP

PA

BP

BP

QP
 

Yang mengakibatkan 

.
2

2

'

1

'

1

AP

QP

BP

PA

BP

QP
  

Dimana dari 'ABB ~ 2APP    yang mengakibatkan 

.
'

2

2

BP

AP

BP

PA
  

Sehingga 

,
'

2

2

2

2

'

2

2

2

2

'

1

'

1

BP

QP

AP

QP

BP

AP

AP

QP

BP

PA

BP

QP
  

.
1

1

'

1

'

1

BP

QP

BP

QP
  

Ini menunjukkan bahwa 1

'

1 PP    yang merupakan titik yang sama.  Jadi titik-titik P ,  1P  

dan 2P  segaris.  Jika diperpanjang maka titik-titik P ,  1P  dan 2P  akan segaris dengan 

1Ge  dan 3Ge .                      ∎ 

Terbuktilah untuk titik Gergonne pertama 1Ge  segaris dengan titik Gergonne 

ketiga 3Ge .  Selanjutnya dibuktikan untuk titik Gergonne kedua 2Ge  segaris dengan titik 

Gergonne keempat 4Ge . 
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Teorema 11.2.2 Jika diberikan sebuah ADS  dengan titik Q , 
1Q  dan 

2Q  masing-

masing terletak pada sisi AD , DS  dan AP .  Maka titik  Q , 
1Q  dan 

2Q  segaris jika dan 

hanya jika 

             .1
2

2

1

1 
PQ

AQ

QA

DQ

DQ

PQ
                                  (11.2.2) 

Bukti. Perhatikan gambar dibawah ini 

 

 

                                         Gambar 11.2.2 

(⇒) Misalkan titik-titik Q , 1Q  dan 2Q  segaris, maka akan ditunjukkan persamaan 

(11.2.2) berlaku.  Dari Gambar 11.2.2, perpanjang garis dari titik D  ke sisi AP  yang 
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sejajar dengan sisi ,2QQ  sehingga perpanjangan garis tersebut akan memotong di titik 

'D  pada sisi AP , maka 
2QQ // 'DD .  Untuk lebih jelas perhatikan Gambar 11.2.3. 

 

Gambar 11.2.3:   

 Dari Gambar 11.2.3, karena 2QQ //
'DD  maka DPDQPQ '

12   (sudut 

sehadap), dan 21

' PQQDPD  , sehingga diperoleh 21QPQ ~ 'PDD , maka didapat 

perbandingan sisinya perbandingan sisinya  

 

.
'

2

2

1

1

DQ

PQ

DQ

PQ
  

Kemudian karena 2QQ //
'DD   maka QAQDAD 2

'   (sudut sehadap) dan 

2

' QAQDAD  , sehingga 2AQQ ~ 'ADD , didapat perbandingan sisinya 

 

.
2

2

'

AQ

QD

QA

DQ
  

Sehingga dengan menggunakan teorema Menelaus diperoleh 
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,
2

2

2

2

'

'

2

2

2

2

1

1

PQ

AQ

AQ

QD

DQ

PQ

PQ

AQ

QA

DQ

DQ

PQ
  

.
2

2

2

'

2

'

2

2

2

2

1

1

PQ

AQ

AQ

DQ

DQ

PQ

PQ

AQ

QA

DQ

DQ

PQ
  

Segmen garis jika searah akan bernilai positif dan jika berlawanan akan bernilai negative, 

maka PQPQ 22  ,  sehingga menjadi  

.1
2

2

1

1 
PQ

AQ

QA

DQ

DQ

PQ
 

(⇐)  Misalkan perbandingan hasil kali ketiganya bernilai -1.  Dan misalkan pula 

perpotongan 2QQ  dan DP  adalah 
'

1Q , maka diperoleh 

.1
2

2

'
1

'

1 
PQ

AQ

QA

DQ

DQ

PQ
 

Yang mengakibatkan 

.
2

2

'
1

'

1

AQ

PQ

DQ

QA

DQ

PQ
  

Dimana dari 'ADD ~ APQ  yang mengakibatkan 

.
'

2

2

DQ

AQ

DQ

QA
  

Sehingga 

,
'

2

2

2

2

'

2

2

2

2

'
1

'

1

DQ

PQ

AQ

PQ

DQ

AQ

AQ

PQ

DQ

QA

DQ

PQ
  

.
1

1

'
1

'

1

DQ

PQ

DQ

PQ
  

Ini menunjukkan bahwa 1

'

1 QQ    yang merupakan titik yang sama.  Jadi titik-titik Q , 1Q  

dan 2Q  segaris.  Jika diperpanjang maka titik-titik Q , 1Q  dan 2Q akan segaris dengan 

2Ge  dan 4Ge .                    ∎ 
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Terbukti untuk titik Gergonne Kedua 
2Ge  segaris dengan titik Gergonne keempat 

4Ge .  Dari pembahasan diatas, maka terbukti bahwa pada segiempat konveks  ABCD  

mempunyai dua buah titik Gergonne yang segaris.   

 

Gambar 11.2.4 

Titik Gergonne 1Ge  pada lingkaran singgung luar yang berpusat di aI  segaris 

dengan titik Gergonne 3Ge  pada lingkaran singgung luar yang berpusat di cI .  Titik 

Gergonne 2Ge  pada lingkaran singgung luar yang berpusat di bI  segaris dengan dan 

titik Gergonne 4Ge  pada lingkaran singgung luar yang berpusat di dI .  
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11.3     Panjang Sisi 

Pada segiempat ABCD  konveks dan siklik, jika tiap sisi diperpanjang maka akan ada sisi 

yang bertemu disatu titik, sehingga terbentuklah beberapa sisi baru.   

 

Gambar 11.3.1  

Pada Gambar 11.3.1, tidak ada sisi segiempat yang sejajar.  Keempat sisi berbeda 

panjang antara satu dengan yang lainnya.  Perpanjang sisi AB  dan ,DC  maka 

perpanjangan garis tersebut akan berpotongan disatu titik. Namakan titik perpotongannya 

adalah titik ,P  dengan panjang BP  dan panjang .CP   Perpanjang sisi AD  dan 

,BC   maka perpanjangan garis tersebut akan berpotongan disatu titik. Namakan titik 

perpotongannya adalah titik Q , dengan panjang DQ  dan panjang CQ .   
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Misalkan segiempat konveks dan siklik dengan panjang sisi yang diketahui, yaitu 

aAD  ,  bDC  , cBC   dan .dAB    Selanjutnya akan dicari panjang sisi BP  dan 

panjang .CP  

 

Gambar 11.3.2:  

Perhatikan Gambar 11.3.2 pada segiempat ABCD  dan BCP , jumlah sudut berhadapan 

adalah 0180 , maka akan diperoleh 

,1800 DCBDAB                      (11.3.1) 

,1800 BCPDCB                      (11.3.2) 

maka dari persamaan (11.3.1) dan (11.3.2) diperoleh 

,BCPDAB                                                  (11.3.3) 

dengan  

.DAPDAB                                                  (11.3.4) 
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Kemudian pandang segiempat  ABCD  dan ,BCP  jumlah sudut berhadapan adalah 

0180 , maka akan diperoleh 

,1800 ABCCDA                                      (11.3.5) 

,1800 PBCABC                                        (11.3.6) 

maka dari persamaan (11.3.5) dan (11.3.6) diperoleh 

,PBCCDA                                               (11.3.7) 

dengan  

.PDACDA                                                  (11.3.8) 

Sehingga dari persamaan (11.3.3) dan (11.3.8)  dan dengan kesebangunan, diperoleh  

ADP ~ .BCP                                           (11.3.9) 

Akibatnya 

,
BP

DP

CP

AP

BC

AD
                 

.






 





bd

c

a
                                          (11.3.10) 

Dengan mengambil dua persamaan dari persamaan (11.3.10) 

,





d

c

a
 

  ,  dca                                                     

 ,  d
a

c
                                 

.
a

ccd 



                                                (11.4.2) 

Selanjutnya dengan mengambil dua persamaan lainnya dari persamaan (11.3.10)   

 ,





b

c

a
 

  ,  bca      

. ccba                                                    (11.4.3) 

Substitusikan persamaan (11.4.2) ke persamaan (11.4.3) diperoleh 
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,






 


a

ccd
ccba


    

,222  cdcabca   

,222 dcabcca                       

  ,222 dcabcca             

.
22

2

ca

dcabc




                                                    (11.4.4) 

Dengan demikian panjang .
22

2

ca

dcabc
BP




  Setelah memperoleh nilai ,  maka 

subtitusikan persamaan (11.4.4) ke persamaan (11.3.11) 

 ,
a

ccd 



  

, ccda     

 ,
22

2















ca

dcabc
ccda          

,
22

3232















ca

dcabcdccda
a           

.
22

2

ca

bcacd




                                                (11.4.5) 

Dengan demikian panjang .
22

2

ca

bcacd
CP




   

          Selanjutnya akan dicari panjang sisi DQ  dan panjang CQ . Perhatikan 

Gambar 11.3.3.  Misalkan panjang DQ  dan panjang CQ . Pada segiempat ABCD  

dan CDQ , jumlah sudut berhadapan adalah 0180 , maka akan diperoleh 

,1800 ADCABC                              (11.4.6) 

,1800 CDQADC                     (11.4.7) 

maka dari persamaan (11.4.6) dan (11.4.7) diperoleh 

,CDQABC                                                (11.4.8) 



Geometri Lanjut                                                                                                                            432  
 

dengan  

.ABQABC                                                  (11.4.9) 

Kemudian pandang segiempat ABCD  dan CDQ ,  jumlah sudut berhadapan adalah 

0180 , maka akan diperoleh 

,1800 BCDBAD                                   (11.3.10) 

,1800 DCQBCD                                      (11.3.11) 

maka dari persamaan (11.3.10) dan (11.3.11) diperoleh 

,DCQBAD                                                

 (11.3.12) 

dengan  

.BAQBAD                                                  (11.3.13) 

 

 

Gambar 11.3.3:   
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Sehingga dari persamaan (11.3.8) dan (11.3.12)  dengan kesebangunan sudut-sudut, 

diperoleh : 

 ABQ  ~ .DCQ                                                (11.3.14) 

Akibatnya 

,
DQ

BQ

CQ

AQ

CD

AB
    

.






 





ca

b

d
                                           (11.3.15) 

Dengan mengambil dua persamaan dari persamaan (11.3.15) 

,





a

b

d
      

 ,  abd  

 ,  a
d

b
 

 ,  a
d

b
                       

.
d

bab 



                                              

 (11.3.26) 

Selanjutnya dengan mengambil dua persamaan lainnya dari persamaan (11.3.15)   

,





c

b

d
                

 ,  cbd       

. bbcd                                                (11.3.17) 

Yang mengakibatkan 

,






 


d

bab
bbcd


      

,222  babbcdd       

,222 abbcdbd         
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  ,222 abbcdbd     

,
22

2

bd

abbcd




                                               (11.3.18) 

Dengan demikian panjang .
22

2

bd

abbcd
DQ




    Setelah memperoleh nilai  , maka 

subtitusikan persamaan (11.3.18) ke persamaan (11.3.16) 

,
d

bab 



          

, babd     

     ,
22

2















bd

abbcd
bab   

     ,
22

3232

bd

abcdbababd




  

,
22

22

bd

cdbabd
d




  

            .
22

2

bd

cbabd




                                          (11.3.19) 

Dengan demikian panjang .
22

2

bd

cbabd
CQ




  

 

Dari pembahasan diatas diperoleh persamaan (11.3.4), (11.3.5), (11.3.18) dan 

(11.3.19).  Dengan demikian dapat disimpulkan panjang sisi ,
22

2

ca

dcabc
BP




  

,
22

2

ca

bcacd
CP




   

22

2

bd

abbcd
DQ




   dan 

22

2

bd

cbabd
CQ




  dari perpanjangan 

sisi ,AB  ,DC  AD  dan BC  pada segiempat ABCD  yang konveks dan siklik.  Ini 

berlaku untuk nilai ca   dan ,bd   tetapi jika sebaliknya ca   dan ,bd   maka nilai 

, ,    dan   akan menjadi negative.  Hal Ini tidak mungkin, karena panjang  sisi 
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tidak mungkin negative.  Oleh karena itu maka diambil nilai mutlaknya.  Sehingga 

panjang sisi , ,    dan   menjadi  

,
22

2

ca

dcabc
BP




  dan ,

22

2

ca

bcacd
CP




     

22

2

bd

abbcd
DQ




   dan .

22

2

bd

cbabd
CQ






 

 

11.4.  Panjang Jari-jari Lingkaran Singgung Segiempat Konvek 

Segiempat konveks ABCD  mempunyai  empat buah lingkaran singgung luar.  Masing-

masing lingkaran singgung luar segiempat konveks dapat dihitung panjang jari-jarinya.  

Panjang jari-jari lingkaran singgung yang menyinggung sisi BC  dan DC  dapat dicari 

dengan menggunakan rumus di Teorema 2.2.2, hal ini dikarenakan lingkaran singgung 

luar  segiempat ABCD  yang menyinggung sisi BC dan DC  juga merupakan lingkaran 

singgung dalam BCP dan CDQ .  

Panjang jari-jari lingkaran singgung yang menyinggung sisi AD  dan AB  dapat 

dicari dengan menggunakan rumus di Teorema 2.2.3, hal ini dikarenakan lingkaran 

singgung luar  segiempat ABCD  yang menyinggung sisi AD  dan AB  juga merupakan 

lingkaran singgung luar ADP  dan ABQ . Pada Gambar 11.4.11, terdapat empat 

lingkaran singgung segiempat konveks ,ABCD dengan masing-masing jari-jari lingkaran 

singgung luarnya ,aR  ,bR  
cR  dan 

dR .  Selanjutnya akan dihitung panjang masing-

masing  jari-jari tersebut.   

Misalkan segiempat konveks dengan panjang sisi yang diketahui, yaitu   

   

 
 

  

,aAD 

,bDC  ,cBC  ,dAB 

,
22

2

ca

dcabc
BP




 ,

22

2

ca

bcacd
CP




 
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 dan 
 

 

 

Gambar 11.4.1 

 

 Pada Gambar 11.4.2 pandang ,BCP  dengan lingkaran singgung yang berpusat 

di 
aI  dan berjari-jari 

aR .  Dengan menggunakan Teorema 2.2.2, akan diperoleh panjang 

jari-jari 
aR  yaitu

 

  
.

2

1
tan)( CsRa                                         

 

 

22

2

bd

abbcd
DQ




  .

22

2

bd

cbabd
CQ





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Gambar 11.4.2:   

Selanjutnya dicari dahulu nilai s  dari ,BCP  dengan s  merupakan setengah keliling 

.BCP  

 ,
2

1
CPBPCBs              

   ,
2

1
22

2

22

2




















ca

bcacd
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dcabc
c     

   ,
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1
22

2232















ca

bcacddcabccca
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.
2

1
22

3222















ca

cacdabcdcbcca
s             (11.4.1) 

Substitusi nilain Ra dan nilai 𝛼 ke persamaan (11.4.2)  

   ,
2

1
tan
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1
22
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C
ca

dcabc

ca

cacdabcdcbcca
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
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    

        ,
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1
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23222

C
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dcabccacdabcdcbcca












        

   .
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1
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1
22

3222

C
ca

abcacdcdcbcca
Ra 












                          (11.4.1) 

Dengan cara yang sama, selanjutnya Pandang CDQ  pada Gambar 11.4.3, 

dengan lingkaran singgung yang berpusat di 
bI  dan berjari-jari .bR   Disini akan dihitung 

panjang .bR  

 

                                                    Gambar 11.4.3 
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Pada Gambar 11.4.3 pandang CDQ , dengan lingkaran singgung yang berpusat di 
bI  

dan berjari-jari .bR   Dengan menggunakan Teorema 2.2.2, akan diperoleh panjang jari-

jari ,bR  yaitu 

.
2

1
tan)( CsRb                                              (11.4.3) 

Untuk itu dicari dahulu nilai s  dari CDQ , dengan s  merupakan setengah keliling 

CDQ  

 ,
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s             (11.4.4) 

Substitusi persamaan (11.4.4) dan nilai 𝛾 ke persamaan (11.4.3) 
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                         (11.4.5) 

Sehingga didapat panjang .
2

1
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1
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C
bd

bcdabdbabbdcb
Rb 




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






  

Panjang jari-jari lingkaran singgung yang menyinggung sisi AD  dan AB  dapat 

dicari dengan menggunakan rumus di Teorema 2.2.3, hal ini dikarenakan lingkaran 

singgung luar  segiempat ABCD  yang menyinggung sisi AD  dan AB  juga merupakan 
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lingkaran singgung luar ADP  dan ABQ .  Selanjutnya Pandang ADP  pada Gambar 

11.4.4, dengan lingkaran singgung  luar yang berpusat di 
cI  dan berjari-jari 

cR .   

Dengan menggunakan Teorema 2.3.1, panjang Jari-jari lingkaran dalam 
cR  dapat dicari 

dengan menggunakan   

.
2

1
tan PsRc                                                    (11.4.6) 

 

 

Gambar 11.4.4 

Untuk itu dicari dahulu nilai s  dari ADP , dengan s  merupakan setengah 

keliling ADP  

 ,
2

1
ADPDAPs        ,

2

1
abd            
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   ,
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s                             (11.4.7) 

Substitusi persamaan (11.4.7) ke persamaan (11.4.6) 

.
2

1
tan
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P
ca

acdabcaacbada
Rc 
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


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
                  (11.4.8) 

Selanjutnya Pandang ABQ  pada Gambar 11.4.5, dengan lingkaran singgung  

luar yang berpusat di 
dI  dan berjari-jari 

dR .   

 

 

Gambar 11.4.5 
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Dengan menggunakan Teorema 2.3.1, panjang Jari-jari lingkaran dalam 
dR  dapat dicari 

dengan cara : 

              .
2

1
tan QsRd                                                  (11.4.9) 

Untuk itu dicari dahulu nilai s  dari ABQ , dengan s  merupakan setengah keliling 
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Substitusi persamaan (11.4.10) ke persamaan (11.4.9) 

.
2

1
tan

2

1
22

3222

Q
bd

bcdabdddbcdad
Rd 












                (11.4.11) 

 Dari pembahasan diatas pada persamaan (11.4.2), (11.4.5), (11.4.8) dan (11.4.10), 

didapat  panjang  jari-jari untuk masing-masing lingkaran luar segiempat konveks  

ABCD .  Untuk lingkaran yang berpusat di 
aI  memiliki  jari-jari   

      

.
2

1
tan

2

1
22

3222

C
ca

abcacdcdcbcca
Ra 












    

Untuk lingkaran yang berpusat di 
bI  memiliki jari-jari  

      .
2

1
tan

2

1
22

3222

C
bd

bcdabdbabbdcb
Rb 












    

Untuk  lingkaran yang berpusat di 
cI  memiliki jari-jari  
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     .
2

1
tan

2

1
22

3222

P
ca

acdabcaacbada
Rc 












    

Untuk lingkaran yang berpusat di 
dI  memiliki jari-jari  

     .
2

1
tan

2

1
22

3222

Q
bd

bcdabdddbcdad
Rd 












    

 

                       Gambar 11.4.6:   

Ini berlaku untuk nilai 𝑎 > 𝑐 dan 𝑑 > 𝑏, tetapi jika sebaliknya  dan  maka 

nilai    dan  akan menjadi negative.  Hal Ini tidak mungkin, karena 

ca  ,bd 

,aR ,bR cR dR
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panjang  sisi tidak mungkin negative.  Oleh karena itu maka diambil nilai mutlaknya.  

Sehingga panjang   

               

      

    

       

      

Segiempat konveks ABCD  mempunyai empat lingkaran luar, yang masing-

masing menyentuh satu sisi segiempat konveks ABCD  dan perpanjangan dua sisi 

lainnya.  Perkalian dua jari-jari lingkaran luar segiempat konveks ABCD  sama dengan 

dua jari-jari lingkaran luar lainnya dari segiempat konveks ABCD .  Misalkan 

dbca RRRR  .
 

Teorema 11.4.11 Segiempat Konveks ,ABCD  dengan jari-jari lingkaran luar ,aR  ,bR  

cR  dan 
dR , yang masing-masing berpusat di ,aI  ,bI  

cI  dan 
dI    akan berlaku : 

.dbca RRRR   

Bukti  : Pada Gambar 11.3.10, Segiempat konveks  dengan bisector sudut 

masing-masing sudut bertemu dititik    dan .  Jarak antara 
 
ke sisi  

adalah 
 
 Jarak antara 

 
ke sisi  adalah   Jarak antara 

 
ke sisi  adalah   

Jarak antara 
 

ke sisi  adalah   Sehingga panjang masing-masing sisi pada 

segiempat konveks  adalah 
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1
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C
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1
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Q
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Rd 

















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ABCD

,aT ,bT cT dT aT c

.ah bT b .bh cT a .ch

dT d .ch

ABCD
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Gambar 11.3.10 

,
tantan

22
D

c

A

c hh
a     

   ,
tan

1

tan

1

22















DAch      

 ,cotcot
22
DA

cha                                       (11.4.12) 

atau 

   
,

90tan90tan
2

0

2

0 D

c

A

c RR
a





     

   
   

,
90tan

1

90tan

1

2

0

2

0 



















DAcR      
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   ,
cot

1

cot

1

22















DAcR     

 .tantan
22
DA

cRa                                           (11.4.13) 

Dari persamaan (11.4.12) dan (11.4.13) didapat 

   .tantancotcot
2222
DA

c
DA

c Rah                          (11.4.14) 

Selanjutnya 

,
tantan

22
D

b

C

b hh
b          

   ,
tan

1

tan

1

22















DCbh        

 ,cotcot
22
DC

bhb                          (11.4.15) 

Atau 

   
,

90tan90tan
2

0

2

0 D

b

C

b RR
b





         

   
,

90tan

1

90tan

1

2

0

2

0 



















DCbRb      

   

,
cot

1

cot

1

22















DCbR      

 .tantan
22
DC

bRb                            (11.4.16) 

Dari persamaan (11.4.15) dan (11.4.16) didapat 

   .tantancotcot
2222
DC

b
DC

b Rbh           (11.4.17) 

Selanjutnya 

,
tantan

22
C

a

B

a hh
c       

   

,
tan

1

tan

1

22















CBah      

 ,cotcot
22
CB

ahc              (11.4.18) 
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atau 

   
,

90tan90tan
2

0

2

0 C
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B

a RR
c





    

   
   
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90tan

1

90tan

1
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0 



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



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   ,
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











CBaR    

 .tantan
22
CB

aRc                                   (11.4.19) 

Dari persamaan (11.4.18) dan (11.4.19) didapat 

   .tantancotcot
2222
CB

a
CB

a Rch                    (11.4.20) 

Selanjutnya 

,
tantan

22
B

d

A

d hh
d   

 

,
tan

1

tan

1

22














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 ,cotcot
22
BA

dhd                             (11.4.21) 
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






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 .tantan
22
BA

dRd                                 (11.4.22) 

Dari persamaan (11.4.21) dan (11.4.22) didapat 

   .tantancotcot
2222
BA

d
BA

d Rdh                        (11.4.23) 

Jika dikalikan a  dan c , pada persamaan (11.4.14) dan (11.4.20) didapat 

    
       ,tantantantancotcotcotcot

22222222
CB

a
DA

c
CB

a
DA

c RRhh 
 

 
     ,tantantantancotcotcotcot

22222222
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CBDA

ca RRhh   
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Jika dikalikan b  dan d , pada persamaan (11.4.17) dan (11.4.23) didapat 
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                                 .
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
DCBA

RR

hh

db

db                                  (11.4.25) 

Dari persamaan (11.4.24) dan persamaan (11.4.25) diperoleh 

   .
db

db

ca

ca

RR

hh

RR

hh
                                          (11.4.26) 

Pada segiempat ABCD  masing-masing bisector sudut konkuren disatu titik, sehingga 

menurut Teorema 2.2.1 mengakibatkan 
dcba hhhh  . Maka persamaan (11.4.26) 

menjadi .dbca RRRR                                 ∎ 

 

 

 

Latihan 14 

1. Perhatikan gambar di bawah, tunjukkan bahwa  

a. Garis bagi dari  A, CDS dan CRS berpotongan di satu titik 

b. Garis bagi dari A, CBT dan CTU berpotongan di satu titik 

c. Tunjukkan konkurensi hasil a dan b juga berpotongan di titik yang sama 

 

 

2. Perhatikan gambar pada soal nomor 1. Hitunglah panjang sisi BT, CT. 

3. Kembali pada gambar soal nomor 1. Hitunglah panjang sisi TE, CE dan SE. 
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4. Hitunglah panjang jari-jari lingkaran luar dengan menggunakan besar A.  

5. Misalkan pada segiempat ABCD, AB = a, BC = b, CD = c dan DA = d, dengan a + b 

= c + d atau a + d = b + c. Bisakah segiempat tersebut mempunyai lingkaran singgung 

luar. Jika bisa berikan buktinya, jika tidak bisa berikan contoh penyangkalnya. 

6. Misalkan pada segiempat ABCD, AB = a, BC = b, CD = c dan DA = d, dengan 

|𝑎 − 𝑐| = |𝑏 − 𝑑| , bisakah segiempat tersebut mempunyai lingkaran luar.  

7. Bila suatu segiempat ABCD mempunyai lingkaran luar, berapakah panjang jari-jari 

lingkaran luarnya. 

8. Perhatikan segiempat non 

konvek di bawah ini. 

Bisakah anda bentuk 

lingkarang singgung luar 

menyinggung sisi BC, CD 

dan perpanjangan sisi AC 

dan AB. Jika bisa berikan 

langkah kontruksinya dan 

jika tidak bisa berikan 

alasannya. 

 

9. Perhatikan gambar 

disamping  ini, dan 

tunjukkan bahwa 

 R1 + R2 = R3 + R4 atau 

 R1 + R4 = R2 + R3. 
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10. Kembali pada gambar soal no 6, tunjukkan bahwa a + b = c + d jika dan hanya jika 

R1 + R2 = R3 + R4 dan a + d = b + c jika dan hanya jika R1 + R4 = R2 + R3. 

11. Jika suatu segiempat mempunyai lingkaran luar, maka tunjukkanlah bahwa  luas 

segiempat tersebut adalah 

              𝐿 =  
1

2
√(𝑝𝑞)2 −  (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)2   

     Dengan p dan q adalah panjang diagonalnya. 

12. Jika pada segiempat ABCD seperti gambar di bawah ini, dengan e, f, g dan h masing-

masing adalah jarak dari titik A, B, C dan D ke titik P. maka tunjukkanlah bahwa 

berlaku agh + cef = beh + dfg. 

 

13. Tunjukkan bahwa jika persamaan pada soal nomor 9 (gambar di bawah) maka 

segiempat tersebut mempunyai lingkaran singggung luar. 

14. Perhatikan gambar di bawah ini, tunjukkan bahwa berlaku Ra.Rc = Rb.Rd. 

15. Perhatikan kembali gambari di bawah dan tunjukkan bahwa jika segiempat tersebut 

mempunyai jari-jari lingkaran dalam (katakana r) maka akan berlaku 

          𝑟 =  √𝑅𝑎. 𝑅𝑐 = √𝑅𝑏 . 𝑅𝑑   

16. Perhatikan gambar di bawah ini dan buktikan bahwa R1 + R3 = R2 + R4 jika dan 

hanya jika R1.R3 = R2.R4. 
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Gambar soal no 14 dan 15 

 

Gambar soal no 16. 
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Indeks Istilah 

 

Alternatif bukti teorema Butterfly, 288 

Aturan Sinus, 40 

Bukti lain ketaksamaan Erdos-Mordell, 269 

Bukti lain teorema Stewart’s 126 

Centroid, 38 

Circumcenter, 38 

Circumscriptible,  32, 33, 47, 107. 

Diagonal segiempat talibusur, 103      

Garis Berat, 125 

      Penurunan secara trigonometri 132,  

     Penurunan dengan konsep luas 135 

     Penurunan dengan Teorema Phytagoras,  

          136. 

     Penurunan dengan konsep kongruensi,  

          139. 

      Penurunan dengan konsep  

      kesebangunan, 140. 

      Penurunan dengan teorema Proyeksi  

     138, 

Garis Tinggi 151 

    Penurunan dengan aturan kosinus, 158 

    Garis tinggi dengan formula Heron, 167 

    Dengan menarik garis bagi, 169 

    Dengan jari-jari lingkaran luar dan belah 

     Ketupat, 173  

Garis Gergonne, 340 

Garis Simson’s, 273, 277,   

Garis Walace’s, 253 

Incenter, 38 

Internal bisector, 287 

Jari-Jari 

     Jari-jari lingkaran dalam 52, 64, 

     Jari-jari lingkaran luar, 40, 43,  

     Jari-jari lingkaran singgung luar 55, 58 

     Jari-jari segi-empat Brahmagupta, 83 

     Jari-jari segi-empat Circumscriptible,   

     213 

Ketaksamaan Erdos-Mordel untuk segi-

empat 292. 

Ketaksamaan Barrow’s, 286, 

Kolinearitas titik Gergonne, 306, 313. 

Kontruksi titik Nagel, 342 

Konjugate harmonic, 308 

Kuasa titik  P terhadap lingkaran 75, 76 

Lema segiempat Circumscriptible,  107 

Lema jari-jari segiempat Circumscriptible,  

       213, 216 

Luas segi-tiga titik diagonal . . , 411.419,  

       373 

Lingkaran     

     Lingkaran dalam 21, 32,  36, 38, 39. 

      279, 283 
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       Lingkaran kosentrik, 301 

     Lingkaran luar 38, 40, 49 

     Lingkaran singgung luar, 54, 72 

Luas 

     Luas segitiga, 43,   

     Luas Segitiga Gergonne, 333 

     Luas segitiga Nagel, 319 

     Luas segitiga titik diagonal, 411, 419, 

     Luas segi-empat sebarang, 85 

     Luas segi-empat Brahmagupta, 83,  

     Luas Segitiga Gergonne, 332 

Metoda Trapesium, 6 

Motivasi, 2, 4, 6, 10 

Orthocenter, 38 

Panjang garis berat, 128 

Panjang garis tinggi 154 

Panjang garis Gergonne,  340 

Panjang sisi segi-empat siklik, 105 

Panjang sisi pada lingkaran singgung  

    Luar, 372. 378. 

Perbandingan garis tinggi, 154 

Perbandingan jari-jari, 378, 387, 405 

Perbandingan luas,  396, 

Segi-empat konveks 31, 

Segi-empat talibusur, 28 

segi-empat siklik, 28, 30, 32, 36, 79 

Segitiga Nagel, 317 

Segitiga Pedal 81 

Segmen Nagel 330. 

    Tali busur, 22 

Teorema  

     Teorema Apollonius, 127, 

     Teorema bisektor sudut, 153 

     Teorema Brahmagupta, 83 

     Teorema Brianchon, 199 

     Teorema Butterfly, 235, 237, 238 

Teorema Butterfly untuk segi-empat,  

          249 

Teorema Butterfly dengan Menelaus,  

      253 

Teorema Butterfly pada Hyperbola,  

     255, 257 

    Teorema Butterfly pada Elips, 257 

    Teorema Carnot’s 64 

    Teorema Carnot’s I, 65 

    Teorema Carnot,s II, 67 

    Teorema Centroid, 69 

    Teorema Ceva, 235   

    Teorema Ceva Kasus 1, 235.  

    Teorema Ceva Kasus 2, 237 

    Teorema Ceva Kasus 3, 239 

    Teorema Circumscriptible, 32.  

    Teorema Desargues’s, 274, 275 

Teorema Garis Simson’s 351, 358. 

Semi titik Nagel, 349 

Teorema Euclide’s, 53 

    Teorema Butterfly, 285. 

    Teorema Euler’s 71, 
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Teorema Gergonne, 317, 

    Teorema jari-jari lingkaran dalam, 50,  

    52, 

    Teorema jari-jari lingkaran luar, 40, 41. 

Teorema Jari-jari lingkaran singgung  

luar, 55, 58. 

Teorema Jari-jari segiempat talibusur,    

 103 

    Teorema luas segitiga, 43 

Teorema Menelaus, 206,  

Teorena Nagel 317 

    Teorema panjang garis berat, 128. 

    Teroema Panjang Garis tinggi, 155 

    Teorema Pappus, 267, 

    Teorema Pascal,  270 

    Teroema perpotongan dua talibusur, 27 

    Teorema Ptolemy, 77, 98, 

Teorema Pythagoras, 5 

    Teorema segiempat siklik, 36, 74, 77 

    Teorema segiempat talibusur, 81, 83 

    Teorema segitiga pedal, 81, 

Teorema Simson’s, 395, 426, 427. 

    Teorema Stewart’s, 125, 

    Teorema sudut keliling, 23 

    Teorema sudut pusat, 23 

      

    Teorema Transversal Menelaus, 207 

Titik Nagel, 317,  

    Titik Gergonne 300, 301 

    Titik Gergonne luar, 316 

    Titik Miquel, 62 
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Indeks Symbol 

 

ABC := Segitiga ABC 

LABC := Luas Segitiga ABC 

ABCD := Segi-empat ABCD 

LABCD := Luas Segi-empat ABCD 

𝑚 =
∆𝑥

∆𝑦
 := Kemiringan 

  := Sebangun 

AB  CD := Perpotongan AB dengan CD 

ABC ~ DEF  : = ABC sebangun 

dengan  DEF 

 : = Kongruens 

AC  DF : AC Kongruen dengan DF 

ΔABC ΔDEF := ΔABC kongruen dengan 

                             ΔDEF 

x := Perubahan mendatar 

y := Perubahan tegak 

// := Sejajar 

 := Tegak lurus 

 := Tidak sama 

 := Bidang Omega 

 

mACB : ukuran sudut ACB 

s = Setengah keliling segitiga 
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